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INLEIDING. 



Sir R. S. Ball heeft in zijn fundamentale werk over de 
theorie der schroeven i) achtereenvolgens de schroef- 
systemen van de tweede tot en met de vijfde orde onder- 
zocht, die, samen met de enkele schroef als systeem der 
eerste orde, alle bewegingsmogelijkheden van een vast 
lichaam voor verschillende vrijheidsgraden bepalen, en 
waarvan de reciprocale systemen dragers zijn van de 
krachtstelsels, onder wier invloed het lichaam . niet tot be- 
wegen in staat is. Deze schroefsystemen nu zijn niet alleen 
van belang uit een oogpunt van mechanica, maar wekken 
tevens in hooge mate het zuiver geometrische interesse. 
In de eerste plaats omdat, waar het schroefsysteem der 
tweede orde, de cilindroide, een zoo uiterst belangwekkend 
metrisch speciaal geval van een der types van regel- 
vlakken van den derden graad is gebleken, de verwach- 
ting niet ongerechtvaardigd is, dat ook de systemen van 
hoogere orde mooie lijnverzamelingen zullen vormen. 
En ten tweede, omdat, waar een schroef ondubbelzinnig 
een lineair complex bepaalt, waarvoor zij hoofdas is' en 
haar spoed parameter, de schroefsystemen van verschil- 
lende orde identiek zijn met de assenverzamelingen 
van complexgebieden van verschillende menigvuldigheid. 
Nu is het ongetwijfeld mogelijk, de lijnenmeetkunde ge- 
heel te ontwikkelen, zonder van de schroe ventheorie ge- 

1) Sir R. S. Ball, A Treatise on the Theory of Screws. Cam- 
bridge 1900. 
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bruik te maken. Maar er is misschien geen tweede voorbeeld 
van een zoo groote vereenvoudiging in de voorstelling 
door het opmerken van de wezenlijke elementen in eenige 
geometrische bepaaldheid, als wanneer men het essentiëele 
van het lineair comglex in de voortbrengende schroef, 
van den complexbundel in de ciUndroide, die zijn assen 
draagt, leert te zien. , 

Het is nu mijn bedoeling, in dit proefschrift in te gaan 
op den meetkundigen bouw van het schroefsysteem der 
derde orde, dat om nader uiteen te zetten redenen als 
plat schroevenvlak zal worden aangeduid. Wel is waar 
is deze bouw in hoofdlijnen reeds door Ball in de Hoofd- 
stukken XIV en XV van zijn werk geschetst, maar, waar 
eenerzijds op verschillende punten het verkrijgen van 
duidelijker voorstellingen van de details wenschelijk was, 
anderzijds een zuiver meetkundig onderzoek een, geheel 
van. de door Ball gevolgde verschillende afleiding, ook 
van de grondstellingen op dit gebied vereischte, leek de 
noodige aanleiding tot een studie van dit onderwerp wel 
aanwezig. 

Het hangt met de strekking van de Theory of Screws 
ten nauwste samen, dat daarin het schroefsysteem der 
vijfde orde wordt gedefinieerd en bestudeerd als de 
schroefverzameling reciprocaal met één enkele schroef, 
dat der vierde orde in denzelfden samenhang met de 
cilindroide en ten slotte dat der derde orde als verzame- 
ling, waarvoor het reciprocale systeem hetzelfde ordegetal 
heeft. Het is juist deze omstandigheid, die in de bewijs- 
voering van Ball de belangrijkste rol speelt. Dat nu 
echter de orde van het te onderzoeken schroefsysteem 
juist de helft is van het maximale aantal vrijheidsgraden, 
dat een lichaam hebben kan, hoeft nog geen beletsel te 
zijn, om het onderzoek althans ook eens zonder de hulp 
van dit gegeven te verrichten. 

Ik ben daarom uitgegaan van drie willekeurige schroeven 
langs de assen van een rechthoekig Cartesiaansch coor- 
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dinatenstelsel, om daaruit door belegging met intensiteiten 
in alle denkbare verhoudingen en samenstelling een ver- 
zameling van oo2 schroeven voort te brengen, waarvan 
bewezen kan worden, dat ze het meest algemeene geval 
van een plat schroevenvlak vormen. In Hoofdstuk I worden 
uit de aldus verkregen parametervoorstelling van het 
platte schroevenvlak de bekende eigenschappen van de 
congruentie der schroeven afgeleid en wordt tevens .de 
door Ball in Hoofdstuk XV van zijn werk gebruikte 
vlakke afbeelding van het schroefsysteem der derde orde 
ingevoerd. Tengevolge van de veranderde afleiding echter 
bestaat er bij de hier gegeven voorstelling een nauwer 
verband tusschen het schroefsysteepi in onze ruimte en 
het platte vlak, waarin de eigenschappen van dit systeem 
worden onderzocht, dan in het algemeen tusschen een 
afgebeelde meetkundige bepaaldheid en haar beeldruimte 
te verwachten is: het beeldvlak is nu n.1. het oneindig 
verre vlak onzer ruimte en iedere schroef is met haar 
beeldpunt incident. 

Hoofdstuk II bevat een uitvoerige bespreking van het 
merkwaardige verband tusschen het Romeinsch oppervlak 
van Steiner en het platte schroevenvlak, en van de rol, 
die eenerzijds dit oppervlak bij de constructie van meet- 
kundige plaatsen van schroeven uit gegeven elementen 
in het oneindige, anderzijds het schroevenvlak bij de af- 
beelding van het oppervlak op een plat vlak speelt. Het 
blijkt daarbij gewenscht, een aanschouwelijke voorstelling 
van het oppervlak te verkrijgen, waarbij de zeer schoone 
bouw duideHjk wordt. 

Hoofdstuk III bevat in de eerste plaats onderzoekingen 
over de cilindroide, waarop relaties tusschen incidente en 
loodrechte schroeven worden aangetoond, die analoog zijn 
aan die tusschen reciprocale schroeven, welke Ball er 
op heeft aangewezen. Met behulp van deze eigenschappen 
wordt daarna de taak verricht, die men zich natuurlijk 
oplegt, wanneer men zich bij het onderzoek van het platte 
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schroevenvlak vrij wil maken van de hulp, die het innige 
verband met het reciprocale vlak biedt, n.1. uit het platte 
schroevenvlak het bestaan van het reciprocale vlak en 
van dat innige verband te bewijzen. 

Bij den overgang in Hoofdstuk I van schroef coördinaten 
in het platte schroevenvlak op Plückersche lijncoordinaten 
in de ruimte doet zich een principieele moeilijkheid voor, 
waarvan de oplossing tot Hoofdstuk IV wordt uitgesteld. 
In de eerste paragraphen van dit hoofdstuk wordt die 
oplossing gegeven met behulp van de opvatting van de 
schroeven onzer ruimte als punten van een projectieve 
vijf dimensionale ruimte, zooals deze ontwikkeld is in de 
redevoering, waarmede Prof. Barrau in 1913 het hoog- 
leeraarsambt te Groningen aanvaardde. Daarna worden 
uit een discussie in deze R5 de mogelijke vormen van 
het platte schroevenvlak afgeleid. 
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HOOFDSTUK I. 



Par 1. Definities. 

Een schroef is een rechte lijn, waaraan een bepaalde 
scalaire grootheid, de spoed, verbonden is. 

Door belegging met een intensiteit wordt de schroef 
drager van een krachtstelsel, bestaande uit een kracht 
langs de schroef en een koppel in een vlak, loodrecht op 
de schroef. De grootte van de kracht is gelijk aan de 
intensiteit. De verhouding van het moment van het koppel 
en de grootte van de kracht wordt gegeven door den spoed. 

Door belegging met een amplitude wordt de schroef 
drager van een bewegingsstelsel, bestaande uit een rotatie 
om de schroef en een translatie in een richting, even- 
wijdig aan de schroef. De hoek van rotatie is gelijk aan 
de amplitude. De verhouding van de grootte der translatie 
en de hoek van de rotatie wordt gegeven door den spoed. 

Wanneer we drie niet cocilindroidale schroeven beleggen 
met intensiteiten in alle denkbare verhoudingen en de zoo 
verkregen krachtstelsels samenstellen, dan vormen de 
dragers der resulteerende krachtstelsels een tweeledig 
oneindige verzameling van schroeven. De tweeledige 
oneindigheid volgt uit het feit, dat door gelijktijdige even- 
redige verandering van de drie intensiteiten een verzame- 
ling van col krachtstelsels ontstaat, die alleen in intensiteit 
verschillen en die dus allen op eenzelfde schroef gelegen 
zijn. Ieder individu van de gedefinieerde schroevenver- 
zameling wordt dus ondubbelzinnig bepaald door het 
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geven van drie getallen, waarvan alleen de verhoudingen 
van belang zijn en die alle mogelijke waarden kunnen 
aannemen, mits ze niet tegelijk nul zijn en nooit oneindig 
worden. Dit geeft ons echter het recht, de verkregen 
schroeven op te vatten als punten van een lineaire twee- 
dimensionale ruimte en de verzameling dus met den naam 
van plat schroeven vlak te betitelen. Het zoo gedefinieerde 
begrip komt blijkbaar geheel overeen met het door Ball 
ingevoerde schroef systeem van de 3e orde. i) 

We hebben ons in het bovenstaande van de statische 
terminologie bediend. Dezelfde beschouwing is echter, 
mutatis mutandis, in kinematische bewoordingen te her- 
halen. Het daardoor bepaalde schroevenvlak is identiek 
met het boven gedefinieerde, tengevolge van de identiteit 
der wetten, volgens welke kracht- en bewegingsstelsels 
worden samengesteld. 

Par. 2. Fundamentaalschroeven van het platte 
schroevenvlak. 

We kiezen ter opbouw van het platte schroevenvlak 
een methode, die een logische uitbreiding is van de wijze, 
waarop gewoonlijk de cilindroide wordt voortgebracht. 
Evenals men daar uitgaat van twee elkaar loodrecht snijdende 
schroeven, kiezen we nu als elementen, waaruit alle andere 
door lineairen opbouw moeten volgen, drie schroeven langs 
de assen van een rechthoekig Cartesiaansch coördinaten- 
stelsel. 

Het is nu in de eerste plaats noodig te betoogen, dat 
op deze wijze het algemeene platte schroevenvlak wordt 
verkregen. Dit bewijs wordt geleverd door aan te toonen, 
dat in het uit drie willekeurige schroeven opgebouwde platte 
schroevenvlak in het algemeen drie onderiing loodrechte en 
snijdende schroeven voorkomen, die we dan dus ook, daar ze 
niet cocihndroidaal zijn, als uitgangspunt voor lineaire combi- 



») Ball, t. a. p. blz. 170. 
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natie kunnen kiezen. Dit kan echter als volgt worden 
ingezien : Een schroef wordt ondubbelzinnig bepaald door 
hare componenten op zes algemeen gelegen schroeven, 
d.w.z. door de intensiteiten der krachtstelsels op die zes 
schroeven, welke, samengesteld, een krachtstelsel óp de 
gegeven schroef opleveren, i) We kunnen dus de schroeven 
van een Euclidische driedimensionaleruimte opvatten als 
punten van een projectieve vijf dimensionale ruimte. Als 
systeem van fundamentaalschroeven voor coördinaten- 
bepaling moge nu gekozen worden een z.g. canonisch 
coreciprocaal schroevenzestal, d.w.z. een tweetal schroeven 
met spoedbedragen ~{- a en — a langs de as OX van 
een Cartesiaansch coördinatenstelsel, een tweetal met 
spoedbedragen '-\- d en — d langs OY en een derde twee- 
tal met spoedbedragen -f- ^ en — c langs OZ. Ball be- 
wijst nu 2) dat de relatie van reciprociteit van twee schroeven 
(ai . . . 06) en (^i . . . ^q) luidt 

^(«lA -«2/S2) + H<^sfi3-0iJd + ^(«5i«5-«6/86) = o 

wat een polaire relatie van de punten (a^ . . . gq) en (ft . . . ^q) 
ten opzichte van de quadratische variëteit 

a {x^^-x^^) ^b(x^^-xi) + r(V- V) ==0 (1) 
voorstelt. 

En tevens, dat de voorwaarde voor onderling lood- 
rechten stand van de twee gegeven schroeven is 

(«1 + «2) (A + /»2) + («3 + «4) (/»3 + ^è + 
(a5 4-a6)(/Ö5 + /Ö6):=zO 
wat een polaire relatie van de punten (0^ . . . ag) en (/Sj . . . ^g) 
ten opzichte van de quadratische variëteit 

(^1 + ^2)2+ (^3 + ^4)' + (^5 + ^6)2 = (2) 

voorstelt. 

Wanneer nu drie willekeurige schroeven gegeven zijn, is 
het daaruit opgebouwde platte schroevenvlak te beschou- 
wen als het platte vlak, dat in de vijfdimensionale ruimte 



1) Ball, t. a. p, blz. 31. 

2) Ball, t. a. p. blz. 33. 
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door de drie punten gebracht is, welke de drie gegeven 
schroeven voorstellen. Dit platte vlak snijdt de beide 
vier-dimensionale quadratische variëteiten (1) en (2) in 
het algemeen ieder volgens een kegelsnede. Deze twee 
kegelsneden hebben in het algemeen i) één gemeenschap- 
pelijken pooldriehoek, waarvan de hoekpunten schroeven 
voorstellen, die twee aan twee zoowel reciprocaal zijn, 
als loodrecht op elkaar en die elkaar dus twee aan twee 
loodrecht snijden. Immers, wanneer in de uitdrukking voor 
het virtueel moment van twee schroeven 

2 coap = {pa -{-pp) cos O — ^ sin o 
waarin coafi het virtueel moment voorstelt, pa en pp de 
spoedbedragen, d den kortsten afstand en O den hoek 
der twee schroeven a en )8, coa/? = O wordt en O = 90°, 
moet ook d = zijn. 

Nu moeten echter de drie schroeven door één punt gaan 
en elkaar daar loodrecht snijden, waarmee het gevraagde 
bewijs geleverd is. 

Aan dit betoog ontbreekt nu nog één ding: n.1. 
het bewijs, dat de zes gekozen fundamentaalschroeven 
niet tot één schroefsysteem van de 5e orde hooren, 
in welk geval het niet mogelijk zou zijn, de geheele vijf- 
dimensionale schroevenruimte er door lineairen opbouw 
uit voort te brengen. Dit bewijs wordt echter geleverd 
door op te merken, dat in dat geval de zes schroeven 
één gemeenschappelijke reciprocale schroef zouden moeten 
hebben. Die schroef zou echter, om reciprocaal te kunnen 
zijn met een schroef met spoed + ^ langs OX en tege- 
lijkertijd met een schroef met spoed — a langs OX, 
loodrecht op OX moeten staan. Immers men zou dan 
tegelijk hebben 

(/ _!_ ö) cos O — ^ sin = 
(/ — a) cos O — d sin Oz=zO 
waaruit wegens a ^ O volgt O = 90 °. 



1) We beperken ons in de eerste drie hoofdstukken tot dit alge- 
meene geval. 
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Om dezelde reden zou de bedoelde schroef echter lood- 
recht op OY en op OZ moeten staan, waaruit de onmo- 
gelijkheid van haar bestaan volgt. We zullen de drie 
elkaar loodrecht snijdende schroeven van een willekeurig 
plat schroevenvlak de fundamentaalschroeven van dat 
schroevenvlak noemen. 

Par. 3. Opbouw van het platte schroevenvlak. 

Gegeven zijn dus drie schroeven langs de drie coördinaat- 
assen met spoedbedragen resp. /i, p^ en /3. Beleg deze 
resp. met intensiteiten al, ^I, yl, waarbij a^ -\- ^ -\- -p'^^y. 
Dan draagt dus de Xas een kracht al en een koppelas 
met moment /^al, de Y as een kracht /öl en een koppelas 
p^\ de Z as een kracht y\ en een koppelas p-^yX. De re- 
sulteerende kracht wordt met het resulteerend koppel 
samengesteld tot een krachtstelsel op een schroef door 
de koppelas te ontbinden in twee richtingen resp. evenwijdig 
aan en loodrecht op de kracht en vervolgens de kracht 
evenwijdig aan zich zelf te verplaatsen over een afstand 
zoodanig, dat het hierdoor ontstaande koppel wordt opge- 
heven door het bovengenoemde koppel, waarvan de as 
loodrecht op de kracht staat. 

De hoek Q van de resulteerende kracht I en de resul- 
teerende koppelas M wordt bepaald door 

cos y - -j^^^2«2 4. pi^J^p^,^y^ - W 

Verder is M = IlZ/i^a^ + P^F + /s^y^» de ontbondene van 
M langs I : M cos Q, en _L I : M sin Q. 

De kracht I wordt evenwijdig aan zich zelf verplaatst' 
over een afstand / loodrecht op het vlak van M en I in 
een richting, die in een rechtsche schroefbeweging past 
bij de wenteling van I naar den component van M _L I. 
De coëfficiënten van deze richting zijn de minoren van 
de matrix 
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PA 
w 



y 

Pjl 
w 



dus 



{Pi—Pèh iPy—Pèy^ {P2—Pi)a(( 



w 



w 



w 



De wortel uit de som der quadraten dezer drie coëfficiënten 
is, volgens een bekende identiteit, sin Q. De afstand / 
wordt nu bepaald door 

/I = M sin Q. 

De coördinaten van het voetpunt der loodlijn uit Q op 
de evenwijdig aan zich zelf verplaatste kracht zijn nu; 



;iri=^sinQ ^^ 



I 



sin QW ' -^1 — I ^'" ^ sin QW ' 
^i_ j siny ^.^^^ , 



dus 



^1 = (/s —p2Wh yi = (Pi —Psiya, H = (/2 —Pi)aP- 
De lijn door dit punt met richtingscosinussen a, /?, y en 



voorzien van het getal 



McosQ 
I 



= A«2 + P2P + Ay' als 



spoed, is nu de gevraagde schroef ; deze wordt dus voor- 
gesteld door de vergelijkingen: 

jr = a? -f (/3 —P2W ' 

J' = ^^-\-{Pi-Pz)y«\ (1) 

^ = y^ + (/2 — ^i)«/S. 

Wanneer we aan a, fi, y alle mogelijke waarden geven, 
ontstaat blijkens par. 1 , een plat schroevenvlak. De voor- 
waarde a2 -|- /S2 _^ j,2 — . i werkt daarbij niet beperkend, 
omdat het toch alleen op de verhoudingen der drie coördi- 
naten aankomt en het dus steeds mogelijk is, hen aan 
deze betrekking te laten voldoen. 
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Bij opvatting niet alleen van /, maar ook van a, /8, y 
als veranderlijk, vormen de vergelijkingen (1) een para- 
metervoorstelling van het platte schroeven vlak; t verandert 
bij verplaatsing van een punt langs een bepaalde schroef, 
a, /8, y zijn de coördinaten, die een schroef individuali- 
seeren. Als homogene puntcoordinaten in een plat schroeven- 
vlak fungeeren dus de richtingscosinussen van de beschouwde 
schroef in het coördinatenstelsel, dat de fundamentaal- 
schroeven tot assen heeft. De spoed van een schroef 
hangt af van de coördinaten door de betrekking: 

Par. 4. Veld- en schoofgraad van het platte 
schroevenvlak. 

Ball heeft reeds bewezen, dat door een gegeven punt 
drie schroeven van het platte schroevenvlak gaan en dat 
een gegeven vlak er twee bevat, m. a. w. dat het platte 
schroevenvlak een congruentie vormt van schoofgraad drie 
en veldgraad twee. i) Van deze stelling moge hier nog^een 
ander bewijs volgen, waaruit tevens het, voor de hier 
gegeven behandeling belangrijke, singuliere gedrag van 
het vlak in het oneindige ten opzichte van deze congru- 
entie blijkt. 

We voeren daartoe de lijncoordinaten van Plücker in, 
die evenredig zijn met de minoren van de matrix: 

{Pz—Pèk {Pi—P^)r<^ {P2—P1W 1 

a p y O 

zoodat we dus kunnen stellen: 
P12 = y[(p3 —P2W — iPi — /3)«2] = 

APS — f) -^Pzf- —P] = yiPs — /). 
Pu = —y- 



») Ball, t. a. p. biz. 176 en 179. 
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/23 = «[(/i -/3)y2 - (/2 - A))»^] = 

«[/ld —«2) + A«2— /] = «(A — /)• 

A4 = — «• 

Ook deze zes vergelijkingen vormen een parametervoor- 
stelling van het platte schroevenvlak. De zes lijncoordinaten, 
gelijk staande met vier onafhankelijke grootheden, zijn uit- 
gedrukt in vier parameters a, /S, y, /?, waartusschen de 2 
betrekkingen a2 + ^2 _j_ ^2 — i en ;? = p^a^ + /?2/ï^ + ;?372 
bestaan, dus die de waarde hebben van twee onafhankelijke 
parameters. De vergelijkingen stellen dus een verzameling 
van oo21ijnen voor. Uit deze zes vergelijkingen, twee aan 
twee genomen, volgt: 



en dus: 



P — Z, f- /^3 = ^ + i^2 — V • + P\ 

Pm P42 Pu 

r 

PVIP\%—P\.ZPU = (P2—P3^PUP42 

PnPu —P23PM = (Pi —Ps^PuPu 

PISPU —P2SP42 = (Pl —P2)P42PU' 



(2) 



De beschouwde congruentie is nu de lijnverzameling, 
die gemeenschappelijk is aan de drie door deze verge- 
lijkingen voorgestelde quadratische complexen, i) 

We gaan nu na, welke kegels deze complexen door 



1) Wanneer we een oogenblik den tot dusver gevolgden weg van 
afleiding der eigenschappen van het platte schroevenvlak uit drie 
fundamentaalschroeven verlaten, en ons bedienen van de methode, 
die schroevenruimtes, van afnemend dimensietal onderzoekt als 
ruimtes, die reciprocaal zijn met reeds bekende schroevenruimtes 
van steeds hooger dimensietal, is dit resultaat nog als volgt nader 
te motiveeren. Men kan aantoonen, dat de quadratische complexen 
(2) worden gevormd door de dragers der schroeven van drie drie- 
dimensionale schroevenruimtes, die resp. reciprocaal zijn met de 
drie cilindroides, die men kan opbouwen uit drie schroeven langs 
de coordinaatassen met spoedbedragen — /i, — /2> — A» twee aan 
twee genomen. 

Gemeenschappelijk aan de drie aldus bepaalde schroevenruimtes 
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een willekeurig punt als top zenden. Zij het punt [a, b^ c\ 
en laten x^ j, z loopende coördinaten voorstellen. 

De lijncoordinaten van de lijn, die [^, b^ c\ verbindt 
met [ar, j, z\ zijn: 

;;i2 — ay — bx\ p^^ — az — cx\ p<^ — bz — cy\ 
p^^ — a — x\ p<^ ■= b —y\ p.^ = c — z. 

De vergelijkingen der drie kegels met top [a^ b^ c\ zijn dus : 

{ay — bx)(y — b) — {az — cx){c —z) + (p.^—p^){c — z){b—y) = 0. 
{ay — bx){a — x) — {bz — cy)(c —z) — {py — p^^){c — z){a —x) = 0. 
{az — cx){a — x) — {bz — cy){y — b)-\- {p^ —p^{b — y){a — ;ir) - 0. 

We kunnen nu aantoonen, dat deze drie kegels drie 
stralen gemeen hebben. Beschouw hiertoe hunne richt 
krommen in het oneindige: 

Cl = y\ — bx '\- ay — p^z\ — z\cx — /^g J — ^^ =0 
C2 = -sr[ — p^x — cy -\- bz] — x[ — bx -^ ay — p^^z] = O 
C3 = x\cx — p^y — az] — y[— p^x ~ cy + ^^] = O 

of, als we stellen: 

Li = PaX -i-cy — bz 

L2 = —cx-\- P2y'-\- az 

L^ = bx — ay -\- p^Zy na teeken omkeering: 
Cl =yL^ — zL2 = 
C2 = zLi — xL'^ = O 
C3 = ;rL2 — jLj z= 0. 



is het door ons beschouwde platte schroevenvlak. De drie bedoelde 
ruimtes liggen n.1. twee aan twee in de drie vierdimensionale 
schroevenruimtes, die resp. reciprocaal zijn met de drie gekozen 
schroeven. Daardoor kunnen ze een plat vlak gemeen hebben. We 
kunnen niet volstaan met de doorsnede van twee der quadratische 
complexen, omdat een lijn der congruentie pas door het aanhechten 
van den juisten spoed tot schroef van het platte schroevenvlak 
wordt, terwijl voor ondubbelzinnige spoedbepaling de drie verge- 
lijkingen (2) voldaan moeten zijn. 
Zie hierover verder Hoofdstuk IV. 
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Deze drie kegelsneden nu hebben drie punten gemeen. 
Immers voor de snijpunten der beide eerste geldt — = p^ en 

- = ~ en dus ;r : j ^ Lj : Lg, behalve voor het snij- 

z L3 

punt \z = 0, L3 =z 0]. 1) 

De drie eerste punten liggen dus ook op de derde 
kromme, het vierde niet. De drie quadratische kegels 
hebben dus drie beschrijvende lijnen gemeen. De schoof- 
graad der congruentie is dus drie. 

Op soortgelijke wijze kan nu worden betoogd, dat de 
veldgraad der congruentie twee bedraagt. Laat n.1. [«|, v^^ w^ 
een gegeven vlak zijn, terwijl «, v^ w loopende vlakcoor- 
dinaten voorstellen. De duaal tegenover de coördinaten 
Pik staande lijncoordinaten nik voor de snijlijn der vlakken 
[«1, z/j, w^ en \uy Vy w\ zijn nu: 

^14 = «1 — ^ ; ^^ = ^1 — ^; n^ — w^ — w. 

Deze coördinaten zijn evenredig met de complementaire 
/^-coördinaten. We vinden dus door substitutie in de ver- 
gelijkingen (2) de volgende vergelijkingen voor de drie 
complexkrommen in het vlak \u^^ z/j, w^\ 



*) De oorzaak hiervan blijkt als volgt: Het snijpunt [2' = O, L3 = O] 
heeft coördinaten \a^ b^ o^ Oj. Voor de verbindingslijn met \a, b^ c^ 1] 
is dus 

Uit de eerste der vergelijkingen (2) volgt nu wel: 

T- + /a = T - 4 A 
en uit de tweede 

Pm Pu 

maar hieruit volgt niet de gelijkheid der tweede leden, omdat het 

quotiënt ^^ onbepaald is. De derde vergelijking is dus niet vol- 

^ Pu 
daan. En het is ook niet mogelijk, den spoed te bepalen. 
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iPi — PsX^i'^ — v\^){^i^ — «^1^) = o 

{v — v{){viW — w^v) {Ui u){UiW WiU) 

iPl — P2)i^l^ WiU){ViW WiV) =^ 0. 

Wanneer men de volgende symbolen invoert: 
Si = u — Ui — P\{^\u; — w^v) 

S^~w — w^ —P'iiuiv — V^M) 

kunnen de drie complexkrommen als volgt worden ge- 
schreven : 

Si EE {u^v — viu)S2 + (^1^ — "^1^)53 = O 
2*2 = {v^w — «^1^)83 + {viu — Uiv)Si = o 
2*3 = {w^u — ' UiW)Si + {w^v ViW)S2 — 0. 

Deze drie klassekrommen bevatten alle de oneindig 
verre lijn van het vlak [«1, z/^, w^ Immers voor een oneindig 
verre lijn is steeds /^h = /?24 = /^34 == O ^^ omgekeerd of 
m. a. w. jr23 = n^^ rz 7^12 = O d. w. z. voor de oneindig verre 
lijn van het vlak [«1, z/j, w^ geldt: 

v^w — w^v rz O ; UiW — w^u :=. o ; u^v — ViU = o 
zoodat dus deze lijn tot alle drie klassekrommen hoort. 

Van de drie overige gemeenschappelijke lijnen van de 
twee eerste klassekrommen voldoen er twee ook aan de 
derde vergelijking. Uit 

UiV V^U WiU UiW u^v — v^u v^w — w^v 

S3 S2 S3 Sj 

volgt n.1. alleen dan de derde vergelijking: 

S2 Si 

wanneer niet tegelijk S3 = O en u^v — v^u = 0. 

Deze laatste gemeenschappelijke lijn van de twee eerste 
klassekrommen hoort dus niet tot de derde. 
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Par. 5. Gedrag van Vqo ten opzichte van de con- 
gruentie. 

Het resultaat, in par. 4 bereikt, is eenigszins bevreem- 
dend, omdat men aanvankelijk grooter symmetrie van 
veld- en schoof-karakter der beschouwde congruentie ver- 
wacht. Het betreurenswaardige gemis aan dualiteit tusschen 
de meetkunde van het platte vlak en die van het punt, 
dat de Euclidische ruimte kenmerkt tengevolge van de 
bevoorrechte positie, die het oneindig verre vlak in die 
ruimte inneemt, doet ook hier zijn invloed gevoelen. Een 
nader inzicht in het karakter der congruentie, wat betreft 
de singuliere rol, die Voo ten opzichte daarvan speelt, kan 
nog als volgt worden verkregen. 

Voor ieder van de drie quadratische complexen (2) is 
het singuliere oppervlak ontaard in een cilindroide en het 
vlak Voo. We toonen dit aan voor het eerste complex. 
In par. 4 is de vergelijking van den complexkegel voor 
een willekeurig punt [a, b^ c\ opgesteld. Leg aan dezen 
kegel de voorwaarde van ontaarding in twee platte vlak- 
ken op. Daartoe moet de kromme in Voo : 



ay^ 



2 



bxy -\- az^ — cxz + (/?2 — P'^y^ ^^^ O 



ontaarden in twee rechte lijnen, wat dus de voorwaarde 
geeft : 

O -- -- 



b 
2 

2 



P2—P'è 

2 



Pz 



= 



of 



a(b'^^d^) — {,p^-p^bc = ^. 



De vergelijking van de meetkundige plaats der punten 
[^, ^, c\y waarvoor de complexkegel ontaardt, is dus 

Dit is echter niet het volledige singuliere oppervlak. 
Kiezen we n.1. een punt in Voo als top, dan worden de 
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coördinaten van de lijn, die dit punt [a^ b^ c^ 0] verbindt 
met een willekeurig punt [;r, j, z^ w\\ 

p^2 -=ay — bx\ jt?i3 ^i^az — cx\ p<^z=^bz — cy\ 

zoodat de vergelijking van den complexkegel met [^, b^ c, 0] 
tot top wordt: 

bw(ay — bx) -f- cw{az — ex) — (/72 — p^bcw^ = 0. 

Deze kegel bestaat uit de twee platte vlakken: 

w = O d.i. Voo en xij?^ -\- c^) —yab — zac -f- {^pc^ —p-^bc =: 0. 

Hieruit blijkt, dat het geheele vlak Voo moet worden 
gerekend tot het singuliere oppervlak, en tevens, dat van 
de twee vlakken, waarin de complexkegel van een wille- 
keurig punt van Voo ontaardt, steeds één het vlak Voo zelf 
is. Voor de beide andere complexen (2) geldt een over- 
eenkomstig resultaat. 

Door een willekeurig punt van Voo gaan dus drie qua- 
dratisclxe complexkegels, die ontaard zijn. Voor alle drie 
is Voo één der ontaardingsproducten, terwijl van de drie 
overblijvende vlakken de vergelijkingen zijn: 



—^ xba 4~ y(f^ 4" ^^) — ^^^ 4- (/^3 — P\)^^ = O 

— xca —ycb + z{a^ + b"^) + {p^ — p.^ab = P 



(3) 



Het lijkt nu, of we gedwongen zijn, alle lijnen van Voo , 
als behoorende tot de drie complexen (2), voorzien van 
een spoed, in het platte schroevenvlak op te nemen. Hier- 
tegen verzet zich echter het meetkundig inzicht in de 
de onmogelijkheid, om door belegging met bepaalde inten- 
siteiten uit de drie fundamentaalschroeven een reëele schroef 
voort te brengen, die geheel in Voo ligt. Maar dit geeft 
ons nog geen recht, de gevonden lijnen zonder meer uit 
te schakelen, vooral niet, omdat er, zooals aanstonds blijken 
zal, gegronde redenen bestaan in het platte schroevenvlak 

2 
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wèl andere, in Voo gelegen schroeven op te nemen, waar- 
van de voortbrenging zich geheel aan meetkundig inzicht 
onttrekt. Eerst in hoofdstuk IV kan streng worden aan- 
getoond, waarom we gerechtigd zijn, de gevonden lijnen 
in Voo van de beschouwing uit te sluiten. 

Tenslotte is nu nog te onderzoeken, of uit ieder punt 
van Voo ook een schroef het eindige ingaat. Meer dan 
één kan het zeker niet zijn (behoudens het geval, dat het 
er oneindig veel worden), omdat ze gelegen moet zijn in 
ieder der drie vlakken (3). We onderzoeken nu de matrix: 



^2 ^. ^2 _ ab 

— ba c^-^ a^ 

— ca — eb 



ac 



— bc (/?3 — p{)ca 
a^ + b^ {Pi—P2)ab 



Van deze matrix verdwijnen alle determinanten der 
derde orde. De drie vlakken (3) gaan dus zeker door één 
lijn. Is een der grootheden a, ^, c gelijk aan O, dan vallen 
twee van die drie vlakken samen ; zoo worden voor azz^Q 
de vergelijkingen: 

cy =z bz 
waarin b"^ -\- fi^=^\, 

[Hieruit volgt, door eliminatie van b en Cy de vergelijking 
van de meetkundige plaats der schroeven, waarvoor ^ = O 
d.i. de cilindroide met fundamentaalschroeven langs OY 
en OZ: 

Is echter ^2 _|. ^2 _^ ^2 :=:: q, dan verdwijnen alle deter- 
minanten der tweede orde, gevormd uit twee van de drie 
eerste kolommen. De vergelijkingen (3) worden dan: 

a{ax + by ■{- cz) + {p^ —p^bc = O | 
b{ax -\-by-\- cz) + {p^ — p^ca z=z O > (31) 

c(ax -\- by -{- cz) + {p^ — Pi)ab = O J 
De drie vlakken gaan nu door één lijn in Voo. Door 



Digitized by 



Google 



19 



de punten van de isotrope kegelsnede a^ -f a.^ -\- a^^zzz^ 
gaat dus in het algemeen geen schroef het eindige in. 
Als schroef door een willekeurig punt \a^ b^ c\ van deze 
kromme kan nu echter met recht worden beschouwd de lijn 

ax -\- by -\- cz z^Q^ w = O 

d.i. de raaklijn in [^, b^ c\ aan de isotrope kromme, wan- 
neer we deze lijn als schroef van oneindig grooten spoed 
opvatten. Bij toepassing van de formule 

\ 
verdwijnt n.l. de noemer wel, maar de teller in het alge- 
meen niet. 

Voor deze redeneering vormen nu echter die punten 
weer een uitzondering, waarvoor de drie vlakken (S^) 
samenvallen. Hiervoor is noodig en voldoende: 

iP'6 — Pè{ — {Pi—Pzfj = (Pz—Pif^ 



of 



dus 



iPl-Ps)^^=(Ps-P2W 

(pi-P3y^ = iP2-PiW- 



a2:b2:c2= {P'^—P2) : {pi —p-^ : {p^ — Pi)- 
Dit zijn dus de vier punten: 

V P^ — Pl^ 1/ A — P^y V^ P2 — Pl> 

— I^P S — P ly V^Pl^ ^ ]/ P2 — Pu 

I^P S — PZ^ ~ l^Pl — PSy V^ P2 — Ply 

V^P3 — P2^ VPl — P3f ~V^P2 — PV 

Deze punten zijn dus ieder drager van een schroeven- 
bundel. Deze bundels liggen resp. in de vlakken: 
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l^Ps — P2^ + Vpi —p-jy + \^Pi —Pi^ + 
— V^pi — P2^ + V^i—p-j y + V^P2—Pi ^ — 

\^{P3 — P2AP1 —pi)(P2 —Pl) = 0. 

]/ps — P2X — V^pi —p% y-\- \^p2 —Pi^ — 

\^(P3— P2){P1 —P^P2 — Pi) = O- 

V^p-A — p2^ + \^Pi —p^y — \^P2 —p\^ — 

\^(PS — P2)iPl — Ps)(P2 — Pi) = O. 

Wanneer men den spoed van een schroef van een 
dezer bundels wil berekenen uit de formule 

_ _ Pi^^ + P'^ + P%^i 

verdwijnen gelijktijdig teller en noemer. Alle schroeven 
van de vier bundels moeten dus als schroeven van onbe- 
paalden spoed worden opgevat. 

De resultaten van deze paragraaf zijn als volgt samen 
te vatten: 

Door ieder punt van Voo , dat niet isotroop is, gaat 
steeds één en niet meer dan één schroef van het platte 
schroevenvlak het eindige in. 

Door een willekeurig punt van de isotrope kegelsnede 
gaat een schroef met oneindig grooten spoed, die raakt 
aan die kegelsnede. 

Op de isotrope kegelsnede liggen vier punten, die ieder 
een bundel schroeven van onbepaalden spoed dragen. 
Deze bundels liggen in vlakken, die het eindige ingaan. 
De beteekenis dezer vier punten wordt nader onderzocht 
in par. 6. 

Uit deze resultaten volgen twee dingen: 

Ten eerste, dat de door Ball langs anderen weg be- 
wezen stelling, 1) dat een plat schroevenvlak steeds één 



V) Ball, t. a. p. blz. 176. 
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schroef van gegeven richting bevat, te algemeen gefor- 
muleerd is, omdat ze niet juist is voor isotrope richtingen. 
Tevens, dat het misleidend werkt, wanneer Ball spreekt 
over de schroeven van oneindig grooten spoed, die in het 
platte schroevenvlak voorkomen, i) zonder mededeeling 
van de eigenschap, dat deze schroeven geheel in het 
oneindige liggen en aan de isotrope kromme raken. 

En ten tweede werpen de bewezen stellingen een nieuw 
licht op de mogelijkheid, om, zooals in par. 3 werd be- 
toogd, de richtingscosinussen van een schroef ten opzichte 
van de fundamentaalschroeven als puntcoordinaten in het 
platte schroevenvlak te gebruiken. Met uitzondering toch 
van de vier boven gevonden singuliere punten wijst ieder 
punt van Voo , zelf bepaald door de cosinussen van de met 
dat punt identieke richting als puntcoordinaten ten opzichte 
van den Cartesiaanschen fundamentaaldriehoek in Voo , 
ondubbelzinnig één schroef aan van het platte schroevenvlak, 
dat zijn fundamentaalschroeven langs de Cartesiaansche 
assen heeft. En waar nu een gegeven getallendrietal, 
homogeen te lezen en niet bestaande uit enkel nullen, 
eenerzij ds is op te vatten als schroef van het platte 
schroevenvlak, anderzijds als punt van Voo , daar worden 
we langs dezen weg tot het denkbeeld gevoerd, dat een 
bijzonder geval vormt van een gedachte, door Ball in 
het 15e hoofdstuk van zijn werk ontwikkeld, n.1. de meet- 
kunde van het schroefsysteem der derde orde te schrijven 
in de taal der projectieve meetkunde van Voo . 

Par. 6. Schroefpuntenmeetkunde in Voo. 

Op één punt is er een belangrijk verschil tusschen de 
door Ball gegeven afbeelding van het schroefsysteem der 
derde orde op een plat vlak en de hier voorgedragen 
wijze van behandeling. Bij Ball wordt n.1. uit den aard 
der zaak omtrent de ligging van het beeldvlak niets be- 



1) Ball, t. a. p. blz. 204, 206. 



Digitized by 



Google 



22 



paald, terwijl het voor onze afleiding wezenlijk is, dit 
beeldvlak in Voo te denken en iedere schroef voor te 
stellen door haar snijpunt met dit vlak. 

We laten hier nu verder een samenvatting volgen van 
de eigenschappen van het platte schroevenvlak, voorzoo- 
ver deze reeds door Ball uit de vlakke afbeelding zijn 
afgeleid i) en die we als uitgangspunten voor volgende 
beschouwingen noodig hebben. Voor enkele daarvan onder- 
gaat het bewijs eenige wijziging, tengevolge van het 
verschil in uitgangspunt. 

We zullen een punt van Voo , dat beschouwd wordt 
als interpretatie van een schroef van het schroeven- 
vlak als schroefpunt aanduiden ter onderscheiding van 
punten van Voo, die alleen als zoodanig optreden. Een 
schroefpunt is dus te definieeren als een punt, waaraan 
een bepaalde scalaire grootheid, de spoed, verbonden is. 

1. Vergelijkingen van een schroef. 

De vergelijkingen van een schroef met coördinaten 
[oj, a2, 03], waarbij a^ + ^ + «3^ = 1 » zijn volgens par. 3 

J = V + {P\ — P^^z^x \ (I) 

z =a3/ + (;?2— A)aia2 

Door eliminatie van /, en gebruik makend van de formule 
P — Pi^i^ + P2^^ + Pz<^^^ volgt hieruit 

— ^^\ + fi^ — i^2)«2 + ^«3 = O [ (II) 

Uit par. 5 volgt nog het stel vergelijkingen: 
x(a^} + a^) —ya^a.2, —^«103 + (/^2 — i^3)a2«3 = O 

— -^«2«l+M«3^«l^) — ^a2«3+(i^3 — i^l)«3«l=0 } (III) 

— xa^a^ —ya^s<^2 + 4<^1^ + «2^) + (Pi — i^2)«i«2 = O 



1) Ball, t. a. p. Chapter XV. 
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Het is duidelijk, dat men ter bepaling van de schroef 
met telkens twee vergelijkingen der stellen (II) en (III) 
kan, volstaan en tevens, dat in deze vergelijkingen de be- 
trekking 0^2 _|_ a^ + «3^ = 1 ^i^t voldaan behoeft te zijn. 
Deze opmerking geldt voor alle vergelijkingen, waarin de 
coördinaten homogeen optreden. 

2. Meetkundige plaats van schroeven met gegeven spoed p. 

Door uit de vergelijkingen (II) a^, og, 03 te elimineeren, 

vindt men als vergelijking voor deze meetkundige plaats : 

(P — Pi)^^ + {p— p^y^ + (/^ — P^^^ + 

{P — Pi){P — Pè(P — Ps) = 0. 

In het bijzonder vindt men, door /? z= O te stellen, als 
vergelijking van de meetkundige plaats der schroeven 
met spoed = O 

Pl^^ + P2y^ + PS^^ + P1P2P3 = O- 

Men komt zoo tot de bekende indeeling der schroeven 
van het platte schroevenvlak naar hun spoed. Van al de 
gevonden oppervlakken van den tweeden graad hoort 
echter telkens slechts één schaar tot het platte schroeven- 
vlak, omdat immers door een punt in Voo slechts één 
schroef kan gaan. De beteekenis van de andere schaar 
zal later worden onderzocht. 

Hoewel een schroef van spoed O eerst drager wordt 
van een rotatie, wanneer we haar met een amplitude be- 
leggen, zullen we toch, ter verlevendiging der uitdrukkings- 
wijze, ook voor zulk een schroef zelve het woord rotatie 
bezigen en voor de meetkundige plaats van alle schroeven 
met spoed O en de correspondeerende schroefpunten- 
kromme de woorden rotatieoppervlak en rotatiekrom me. 

De schroefpunten met spoed p vormen blijkbaar de 
kromme : 

Pl<^l^ + P2<^2^ + /^3«3^ — M«i2 + «2^ + «3^) = O- 
Bij variatie van p stelt deze vergelijking een bundel 
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krommen van den tweeden graad voor, waarvan de vier 
basispunten de snijpunten zijn van de rotatiekro;nnie en 
de isotrope kegelsnede. 

Natuurlijk volgt deze vergelijking ook uit de formule 
voor den spoed: 






3. Virtueel moment van twee schroeven. Reciprociteit, 
Volgens een bekende algemeene formule uit de schroeven- 

theorie is het virtueel moment van twee schroeven [a^, a2, a^ 
en [A, h^ )Ö3] 

De voorwaarde van reciprociteit is dus: 

Pi<^\k + P2^2k + Ps^zh = O 

waaruit dus volgt, dat de overeenkomstige schroefpunten 
geconjugeerd zijn ten opzichte van de rotatiekromme. 

4. Hoek van twee schroeven. Loodrechte stands 

Uit de beteekenis der schroefpuntcoordinaten volgt on- 
middellijk, dat de hoek Q van de twee schroeven [a^, 02, 03] 
en [/^i, ^2^ /?3] bepaald wordt door 

cos Q z= ai/?i 4- a2/?2 + 03/^3- 

De voorwaarde van loodrechten stand der schroeven be- 
teekent voor de schroefpunten geconjugeerde ligging ten 
opzichte van de isotrope kromme. 

Daar de drie fundamentaalschroeven onderling loodrecht 
zijn en coreciprocaal, zijn de correspondeerende schroef- 
punten de hoekpunten van den gemeenschappelijken pool- 
driehoek van de rotatiekromme en de isotrope kromme, 
en dus ook van alle krommen van den boven beschouwden 
bundel, dien we verder als spoedkrommenbundel zullen 
aanduiden. 
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5. Singuliere punten. 

De vier basispunten van dezen bundel kunnen niet over- 
eenkomen met schroeven van bepaalden spoed, omdat ze 
gelegen zijn op alle spoedkrommen. Wanneer men echter 
de coördinaten van deze vier punten, bepaald door 

berekent, dan vindt men dezelfde waarden, als in par. 5 
werden berekend voor de daar als singulier erkende punten 
van de isotrope kegelsnede, die met een bundel schroeven 
van onbepaalden spoed overeenkomen. De bespreking van 
deze punten wordt voortgezet in par. 10. 

6. De cilindroide. 

De schroefpunten van de schroeven van een cilindroide 
vormen een rechte in Voo . Dit is onmiddellijk duidelijk, 
omdat de cilindroide uit twee schroeven lineair wordt 
opgebouwd. Deze oneindig verre schroevenrechte is de 
enkelvoudige richtlijn van de cilindroide. 

De bundel spoedkrommen snijdt op een schroeven- 
rechte een involutie in, waarvan de puntenparen schroef- 
paren van gelijken spoed voorstellen. De dubbelelementen 
van deze involutie zijn de twee punten, waar de schroeven- 
rechte raakt aan een exemplaar van den bundel spoed- 
krommen. ïi^z^ twee punten zijn geconjugeerd, zoowel 
ten opzichte van de rotatiekromme als van de isotrope 
kromme. Ze stellen dus onderling loodrechte, reciprocale 
schroeven voor; d. w^ z. het zijn de schroefpunten van de 
hoofdschroeven van de cilindroide. Ieder paar schroef- 
punten van gelijken spoed vormt dus met de twee hoofd- 
schroefpunten een harmonisch viertal, i) 

De twee punten, waar een schroevenrechte de isotrope 
kromme snijdt, stellen volgens par. 5 schroeven van on- 



») Ball, t. a. p. blz. 204. 
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eindig grooten spoed voor, gelegen in Voo en in het 
schroefpunt rakend aan de isotrope kegelsnede. Dat een 
cilindroide twee schroeven van oneindig grooten spoed 
bevat met de genoemde eigenschappen, kan nog geveri- 
fieerd worden door uit te gaan van de vergehjking van 
een cilindroide. 
Wanneer we daatoe als voorbeeld kiezen de vergelijking 

dan ligt daarin geen beperking, hoewel de hierdoor voor- 
gestelde cilindroide, zooals aanstonds nog nader zal blijken, 
in het platte schroevenvlak een bijzondere rol speelt. Het 
komt hier n.1. alleen aan op het gedrag van de cilindroide 
ten opzichte van de isotrope kromme, waarin ze zich niet 
van een willekeurige cilindroide van het platte schroeven- 
vlak onderscheidt. Alle schroeven van deze cilindroide 
zijn evenwijdig aan XOY. De schroeven rechte, die haar in 
Voo voorstelt is ^ z= O of a-^ = 0. 

Wanneer we omgekeerd van deze schroevenrechte 
uitgaan, vinden we de vergelijking van de cilindroide 
weer, door in de vergelijkingen (I) 03 = O te stellen. In 
param etervorm luidt ze dan: 

waarbij 0^2 -f- 03- = 1 ; /? == Piai^ + /^2«2^- 

Stellen we a^ := cos 97, ag = sin 99, dan worden de ver- 
gelijkingen : 

I = xtgq) ; z — {P2 — P1) sin (f cos 99. 
De laatste formule is te schrijven 
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p wordt dus oneindig groot voor 1 + tg^cp nz O, wanneer 
we /?! 7^ /?2 onderstellen, i) Echter wordt voor schroeven 
met dergelijke richtingscoefficienten het niveau: 

z — {P2—Pi) sin (pcos(p= j^rA^^'P — ^' 

Ook hieruit blijkt dus, dat de schroeven van een cilin- 
droide met oneindig grooten spoed in Voo liggen. Hun 
vergelijking is 

cl. w. z. het zijn de raaklijnen aan de isotrope kromme 
^2 _|_j2 _j_ ^2--. o in de snijpunten met de schroeven- 
rechte z^:0. 

7. Singuliere cilindroides. 

Voor een algemeenere behandeling van bijzonderheden, 
die bij cilindroides kunnen optreden, verwijzend naar par. 1 1 , 
kunnen we hier al, tot aanvulling van een opmerking in 
(6) inzien, dat de cilindroides, wier correspondeerende 
schroevenrechten zijn a^ = 0, ag =z O, 03 =z O de eenige 
zijn, waarvoor de dubbellijn tevens schroef van het platte 
schroevenvlak is. Immers in het algemeen is het oneindig 
verre punt van de dubbellijn van de cilindroide pool van 
de correspondeerende schroevenrechte ten opzichte van 
de isotrope kromme. Voor de drie zijden van den gemeen- 
schappelijken pooldriehoek nu van rotatiekromme en 
isotrope kromme en voor deze alleen, is dat punt tevens 
pool ten opzichte van de rotatiekromme. Het stelt dus 
een schroef voor, die loodrecht op en reciprocaal met 
alle schroeven van de overstaande cilindroide is, die dus 
al die schroeven loodrecht snijdt en die dus dubbellijn 
van die cilindroide is. 



>) Dit is echter aan te nemen, omdat we nog steeds het meest 
algemeene geval behandelen. 
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Bij een willekeurige cilindroide van het platte schroeven- 
vlak hoort één schroef, die evenwijdig is aan de dubbellijn. 

Een bijzondere rol spelen verder die cilindroides, waar- 
van de richtlijnen in Voo raken aan de rotatiekromme. 
Daar n.1. de fundamentaalschroeven op een schroeven- 
rechte door die punten worden voorgesteld, waar een 
exemplaar van den spoedkrommenbundel aan de lijn raakt, 
heeft zulk een cilindroide een rotatie tot fundamentaal- 
schroef. Deze rotatie is reciprocaal met alle andere schroe- 
ven van de cilindroide, omdat op een raaklijn van een 
kegelsnede het raakpunt geconjugeerd is met alle punten. 
Schroevenrechten, die raken aan de rotatiekromme ver- 
toonen dus de bijzonderheid, dat ze een schroef bevatten, 
die reciprocaal is met alle schroeven van de rechte. Het 
is duidelijk, dat er geen andere schroevenrechten zijn, die 
deze eigenschap bezitten, dan de raaklijnen aan de rotatie- 
kromme, omdat een punt alleen dan incident met een lijn 
kan zijn, wier pool ze is ten opzichte van een kegelsnede, 
als de lijn in dat punt aan de kegelsnede raakt. 

De drie boven besproken bijzondere schroevenrechten 
bevatten een schroef, reciprocaal met alle andere. Deze 
treedt echter als richtschroef op; ze is ook niet recipro- 
caal met zich zelf, zooals de rotatie op de raaklijnen aan 
de rotatiekromme. 
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Par. 7. Verband van het oppervlak van Steiner 
en het platte schroevenvlak. 

De stelling, dat de me;^etkundige plaats van de voet- 
punten der loodlijnen uit den oorsprong op de schroeven 
van het platte schroevenvlak neergelaten, een oppervlak 
van Steiner (vierdegraadsoppervlak met drie dubbelrechten 
door één punt) is, i) kan uitgangspunt worden voor een 
algemeene theorie voor de interpretatie in de ruimte van 
meetkundige relaties der schroef punten. 

Het bewijs der eigenschap zelve is heel eenvoudig, 
wanneer we uitgaan van het in par. 3 bewezen resultaat, 
dat de coördinaten van het voetpunt der loodlijn uit O op 
de schroef [a^, 03, a^] zijn: 

^ — (i^3 — i^2)«2«3i y = {Pl — /'3)«3«1 ; ^ = {P2 — Plhl<^2 

terwijl ai2 _[_ 03^ + 032 z= 1 . 

Deze vergelijkingen vormen al een parametervoorstel- 
ling van het gevraagde oppervlak. Om a^, 02, 03 te elimi- 
neeren, schrijven we: 

(P2 — Piï^^^y^ = {P2 — Pi)HPs — P2)HPi —pèW(^2W ' «3^ 

{Ps-P2)^y^^^ = {P2-PinPs-P2nPl-Ps)W<^2W'Cil' 

(Pl — PzY^'^X^ = {P2— PlYiP'd — P2)\P\ —PèW<^2W • «2^ 

+ 

(p^^p^fx2y2 ^ i^p^ -p.^2y2^2 + (p^ -p^)2^2^2 = 

iP2 — PiMPd — P2){Pi — p^^^y^ 

1) Ball t. a. p., blz. 178. 
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welke vergelijking inderdaad een oppervlak van Steiner 
voorstelt met de drie coordinaatassen tot dubbelrechten 
en het punt O tot drievoudig punt. 

Wanneer we het voetpunt van de loodlijn uit O op de 
schroef [ai, a^y 03] uit O op Voo projecteeren, vinden we 
daar een punt met homogene coördinaten: 

a'l = (i^3— i^2)«2«3; «2 = (Pl — y^sksöl i «3 = (i^2 — /^l)«l«2- 

Deze formules, of de daarmee aequivalente 

a\ : «',: a; = ^^^ : P^^P' : ^^"^^ (IV) 

«1 «2 "3 

drukken echter een quadratische biratiönale punttransfor- 
matie in Voo uit. 

Het is gemakkelijk in te zien, hoe deze transformatie 
meetkundig is voort te brengen. Vormt men n.1. de pool- 
lijnen van [a^, 02, 03] ten opzichte van de rotatiekromme 
en de isotrope kromme: 

i^l«l©l + Pl^l^l + i^3«303 = O 
«1®! -f «2^2 + «3®3 = O 

dan zijn de coördinaten van het snijpunt dezer twee lijnen 

Pè—P2 .P\—Pz .P2 — P1 



«1-02.03 — 



«1 - «2 «3 



zoodat dus de quadratische transformatie daarin bestaat, 
dat aan ieder punt van Voo wordt toegevoegd het punt, 
dat ermee geconjugeerd is, zoowel ten opzichte van de 
rotatiekromme als ten opzichte van de isotrope kromme. 
Blijkbaar is de fundamentaaldriehoek van deze trans- 
formatie de gemeenschappelijke pooldriehoek van den 
bundel der spoedkrommen. 

De punttransformatie in Voo bepaalt nu tevens een qua- 
dratische transformatie in het platte schroevenvlak, waar- 
door aan iedere schroef één andere wordt toegevoegd, 
die loodrecht op de eerste staat en er reciprocaal mee is, 
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en die haar dus snijdt Daar een dergelijk tweetal schroeven 
als hoofdschroeven van een cilindroide van het platte 
schroevenvlak dienst kan doen, zullen we ze geconjugeerde 
principaalschroeven noemen. Een willekeurige schroef is 
dus steeds principaalschroef van één en niet meer dan 
een cilindroide. De drie uitzonderingsschroefpunten corres- 
pondecren met de drie fundamentaalschroeven van het 
platte schroevenvlak, die alle drie geconjugeerde princi- 
paalschroeven zijn met alle schroeven van de cilindroide, 
die telkens door de twee overige bepaald wordt. 

We vinden dus in deze paragraaf de volgende eigen- 
schappen : 

Om bij een gegeven schroef punt de bijbehoorende 
schroef te construeeren, passen we op het schroefpunt de 
quadratische transformatie (IV) toe. Het aldus verkregen 
punt wordt uit O door een lijn opgenomen. Daar O een 
drievoudig punt is van het oppervlak van Steiner, snijdt deze 
lijn in het algemeen het oppervlak in één punt buiten O. Dit 
snijpunt wordt verbonden met het gegeven schroefpunt. Deze 
verbindingslijn, voorzien van den aan het schroefpunt toege- 
voegden spoed, is de gevraagde schroef. Ze staat in het 
gebruikte snijpunt met het oppervlak van Steiner lood- 
recht op de voerstraal van dat punt uit O. 

Wanneer we het gegeven schroefpunt zelf uit O opnemen 
en de projecteerende lijn snijden met het oppervlak van 
Steiner, dan is de verbindingslijn van dit snijpunt met 
het in de quadratische transformatie in Voo aan het gegeven 
schroefpunt toegevoegde punt, voorzien van den bij dat 
punt behoorenden spoed, de geconjugeerde principaalschroef 
van de gegeven schroef. 

Par. 8. Afbeelding van het oppervlak van Steiner 
op Voo. 

Door ieder punt van het oppervlak gaat één schroef, 
die loodrecht staat op de voerstraal van dat punt. Die 
schroef bepaalt in Voo één enkel punt, waardoor geen 
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tweede schroef van de beschouwde verzameling gaat. 
Het platte schroevenvlak beeldt dus op deze wijze het 
oppervlak van Steiner af op een plat vlak en nu blijkt, 
dat deze afbeelding dezelfde is, als die in 1866 door 
Clebsch gegeven is. i) Inderdaad : wanneer men uitgaande 
van de vergelijking: 

{P2—Pi){Pz —P2){Pi —p^xyzw = O 

waarin w=i] als homogeniseerende variabele is ingevoerd, 
volgens de methode van Clebsch stelt: 

dan wordt 

.^ ^ (Pi - a)^«iW + (/^3 -Pif^^W + {pi - ;^8)W«i^ 

{P2 — Pl)(Pè — P2){P\ — i^3)«ia2«3 

en men kan dus, .wanneer we {p^ — PiXPs — PzXPi — Ps) 
door A aanduiden, schrijven 

QX = Aa{-a2a:^ 
Qy = Aaio^^ag 
QZ z=z Aa^a2a'z^ 
Q^ = (i^2 -/^3Fa2W + {Pz-Pl)W<^l^ + iPl -P2)W<^2^' 

Voert men dan de substitutie uit: 

^1 = (P'è — i^2)«3«2» h = (Pl — i^3)«ia3. ^3 = (P2 - P\)<^2<^1 » 

dan worden de afbeeldingsformules: 
Q^ =(Pz—P2)^2h 

Qy —{Pi—pèh^i 

Q2 =(p2—p^)Syl2 

Q^ = ^{' + h^+h'' 
of, wanneer men zorgt, dat f|2 _|. ^^2 -|- f32 == 1 



*) Crelle's Journal, 67. 
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^ = {p^—P2)^^^^^y = {Pi—Pèi^^v ^ = (P2 — Pi)hh 
^1^ + ^22 + ^32=1 

waarmee de formules van par. 7 zijn teruggevonden. 

Par. 9. Kromme Schroef lijnen. 

We stellen ons nu de vraag, hoe we kunnen komen 
tot het regelvlak van schroeven, waarvan de schroefpunten 
in Voo een algebraïsche kromme vormen van wille- 
keurigen graad. Om deze vraag zoo algemeen mogelijk 
op te lossen, denken we de gegeven kromme van graad 
n met resp. /i,-, /uu^-i /t£3-voudige punten in de hoekpunten 
van den fundamentaaldriehoek der transformatie. De con- 
structie van par. 7 toepassend, voeren we op deze kromme 
de quadratische transformatie (IV) uit, om vervolgens de 
zoo verkregen kromme uit O te projecteeren en den ver- 
kregen kegel met het oppervlak van Steiner te snijden. 
De getransformeerde kromme is van den graad 

2n — (^1 + /^2 + ^3) 
en heeft in de fundamentaalpunten resp. 

« — (/^ + /^a) ] 

^ — (a*3 + A*i) f -voudige punten. 

^^ — (/"i + /^) J 

De projecteerende kegel heeft denzelfden graad en heeft 
bovendien de coordinaatassen tot meervoudige lijnen van 
dezelfde veelvuldigheid, als deze punten zijn. De door- 
snede met het oppervlak van Steiner, dat de coordinaat- 
assen tot dubbelribben heeft, is van den graad: 

4[2« — (^, + ^2 + /^3)] — 2(3/^ — 2(/ii + /i2 + /^a)] = 2«. 

Tusschen deze kromme op het oppervlak van Steiner 
en de gegeven oneindig verre kromme der schroefpunten 
bestaat nu een [1,1] correspondentie, die het product is 
van een quadratische transformatie en een perspectiviteit. 
De schroeven, die correspondeeren met de punten der 

3 
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gegeven kromme in Vco vormen dus een regelvlak van 
graad 3n. i) 

Th^ns moet echter nog de vraag worden beantwoord, 
welke punten van de coordinaatassen gerekend moeten 
worden tot de doorsnede van het oppervlak \anSTEiNER en den 
kegel, die de getransformeerde schroefkromme in Vcjo uit O 
projecteert, nadat zich de coordinaatassen als geheel hebben 
afgesplitst. Immers een punt op een zijde van den funda- 
m en taaidriehoek der transformatie bepaalt ondubbelzinnig 
een schroef, die blijkbaar de coordinaatas door het over- 
staande hoekpunt loodrecht moet snijden. De plaats van 
dit snijpunt wordt gevraagd. Daar nu in een quadratische 
transformatie een punt op een zijde van een fundamen- 
taaldriehoek een lijnelement door het overstaande hoek- 
punt bepaalt, waardoor weer in den projecteerenden kegel 
uit O een der raakvlakken langs de coordinaatas door 
dat punt (die in het algemeen meervoudige kegelribbe is) 
is vastgelegd, daar ligt het voor de hand te vermoeden, 
dat met het gegeven punt dat punt van de coordi- 
naatas in de [1,1] correspondentie overeenkomt, waareen 
der twee raakvlakken aan het oppervlak van Steiner 
(waarvoor immers de coordinaatassen dubbelrechten zijn) 
met dat kegelraakvlak samenvalt. Dit vermoeden is echter 
als volgt tot zekerheid te verheffen. We kunnen gemak- 
kelijk de vergelijking van de ciHndroide opschrijven, 
waarvoor de schroefkromme een der zijden van den 
fundamentaaldriehoek is. We kiezen als voorbeeld die, 
waarvan de schroeven evenwijdig zijn aan XOY: 
^(^2 _|_ _^2) _ (^2 — Pi)xjy = 0. 



*) De stelling, dat de graad van het regelvlak der schroeven van 
een schroefsysteem der derde orde, wier beeldpunten in een vlakke 
afbeelding een algebraïsche kromme van graad n vormen, 3n bedraagt, 
wordt langs anderen weg bewezen door Joly in Appendix, Note 6 
van Ball's Theory of Screws. Voor het bijzondere geval n = 2, 
komt ze voor bij Ball. t. a. p. blz. 234 en bij Gravelius. Theoretische 
Mechanik, blz. 481. In dit laatste werk wordt er echter geen vol- 
doende motiveering van gegeven. 
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Beschouw nu een schroefpunt [aj, 02, 0], dan gaat de 
correspondeerende schroef door het punt van de Z-as: 

In de quadratische transformatie komt met de lijn 

X ai 

die het punt [a^ a2, 0] uit het hoekpunt Z projecteert, 
overeen 

Z__ r\—P6 _«! 

^ P'd—P2 ' «2* 

Wanneer dus een willekeurige schroefkromme door 
het punt [ai, a2, 0] gaat, zal de getransformeerde kromme 
door het hoekpunt Z gaan met een tak, waaraan de lijn, 
door de laatste vergelijking voorgesteld, raakt. Deze ver- 
gelijking stelt dus tevens het raakvlak voor, dat het over- 
eenkomstige blad van den projecteerenden kegel langs de 
Z-as raakt. Het gevraagde bewijs zal nu zijn geleverd, 
wanneer aangetoond is, dat deze vergelijking tevens een 
der raakvlakken aan het oppervlak van Steiner voorstelt 
voor het punt 

zz=^{p2 — P\)<^2!^i op de Z-as. 

De vergelijking der raakvlakken aan dat oppervlak in een 
punt [O, O, zi\ wordt gevonden, door den oorsprong met 
behoud van asrichtingen, naar dat punt te verleggen. Stel dus 

z =z z -\- z^. 

De vergelijking wordt nu: 

iP2 -i^i)2;r2j2 + (p.,-p^Yy\z -f z,Y -Ma -/^3)M^+ ^i)2 - 

iP2 —P\)(P^—P^iP\ —Ps)^^ + ^1) = O- 

De nieuwe oorsprong is een binode. De vergelijking der 
binodale vlakken wordt: 
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{P2 — Pi){P'd — P2)(Pi — pè^y = o 

en dus voor 

(P'6—Pi)^^\<^2y^ + {p\ — Pi)^<^\^'2^^ — 

{p^ —P2)(Pi —P3)^y = 0. 

Deze vergelijking wordt echter identiek voldaan voor: 

^ P3 — P2 ' «2 
waardoor het verlangde bewijs geleverd is. 

Par. 10. De isotrope kromine. 

Met behulp van de in dit Hoofdstuk ontwikkelde met- 
hode, kunnen we nu langs een anderen weg komen tot 
de eigenschappen van isotrope schroef punten, die in par. 
5 zijn bewezen. Wanneer we n.1. op de isotrope kromme 

«1^ + «2^ + 032 = O 

de quadratische transformatie (IV^) toepassen, dan is de 
getransformeerde kromme: 

(Ps-P2)W<^3^ + iPi -Ps)W<^i^ + {P2 -Piya.W = o 

identiek met de kromme, volgens welke het oppervlak 
van Steiner Vcjo snijdt. Verder blijkt, dat deze kromme 
de isotrope kromme raakt in de vier punten, waar deze 
de rotatiekromme snijdt. Het zal voldoende zijn, dit voor 
één dier vier punten, b.v. 

[1/^/^3-/^2. V^Pi — P's^ V^P2 — Pi] 

te bewijzen. In dat punt is de raaklijn aan de isotrope 
kromme 

^iV^P'ó —P2 + ^2]/^ Pi —P3 + «31/^/^2 —Pl=^ 
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en die aan de oneindig verre kromme van het oppervlak 
van Steiner: 

«i[2(/^2 — PiH^Ps — P2 • (/^i — Pè + 

2(/7i — jt^3)2V^/?3 — P2 iP2 — Pl)\ + 

analoge termen met 02 en a^ = O, of 

2ai(iP2 — P\){P^ — P2){Pi — Ps)V^Pii —P2 + enz. = O, 
of 

«1 V^i^3 —P2 + «2!/^^! —Psi- <^3\^P2 —Pl = 

waarmee de identiteit der raaklijnen bewezen is. 

Wanneer we nu op een punt van de isotrope kromme, 
dat niet samenvalt met een der vier singuliere punten, de 
in par. 7 voorgeschreven constructie toepassen, dan valt 
het snijpunt van de lijn, die het getransformeerde punt 
uit O projecteert, met het oppervlak van Steiner met dit 
punt samen, omdat het zelf op het oppervlak ligt. De 
schroef komt dus geheel in het oneindige te liggen. Dat 
ze raakt aan de isotrope kegelsnede, blijkt uit de beschou- 
wing van de vergelijking van de verbindingslijn van een 
punt [01, ^2, Ö3], waarvoor 0x2 4 62^ + 0^2 = O, met het 
in de quadratische transformatie er aan toegevoegde punt 

[iPs—P2)^n^2^ (Pi—Ps)^i^3> {P2—Pi)^2^i]' Die verge- 
lijking is n.1. : 



' ^1 ^2 ^3 

I ©1 Ö2 ©3 

|(/'3-/'2^Ö302 {Pi-Ps)0i9.s (;'2-A)02Öi 
of 



= 



«1 9i[(P-2 — Pi>9-^ — (A — P^^s^ + analoge termen = O 
of wegens 

Öi2 + 02- + Ö32 = O 
«i^iLa^i^ + Pi^i^ + Pz^z^] + analoge termen = O 
of 

«1^1 + <*2^2 + «3^3 = O 
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d. i. de raaklijn aan de isotrope kromme in het punt 

Wat nu de vier singuliere punten betreft, zoo is in de 
eerste plaats een verklaring van hun singulier gedrag te 
geven, door op te merken, dat deze punten invariant zijn 
voor de quadratische^ transformatie. Dit blijkt meetkundig 
onmiddellijk, wanneer we de transformatie uit twee polaire 
correlaties opbouwen, omdat voor die vier punten de 
pooUijnen ten opzichte van de twee kegelsneden, die de 
polaire correlaties vestigen, de raaklijnen aan die kegel- 
sneden zijn, die telkens het punt zelf weer als snijpunt 
opleveren. Analytisch volgt het uit de formules (IV) door 
te stellen: 

«1 «2 ^3 

waaruit weer volgt: 

ai2 : «22 : 032 = ( jt73 — P2) : (Pi —Ps)'(P2— Pi) (verg. par. 5). 

De constructie voor de schroef verliest hier hare een- 
duidigheid, omdat het oorspronkelijke schroef punt, het 
getransformeerde punt in Vcjo en het hieraan door de 
perspectiviteit uit O toegevoegde punt van het oppervlak 
van Steiner alle drie samenvallen. 

Wanneer we op den voorgrond stellen, dat de vier singuliere 
punten de invariante punten zijn van de quadratische transfor- 
matie, is het bewijs voor de stelling, dat de isotrope kromme 
en de oneindig verre kromme van het oppervlak van Steiner 
elkaar in die punten raken, overbodig, omdat het een alge- 
meene eigenschap van de quadratische transformatie is, dat 
een kromme door een invariant punt de getransformeerde 
kromme in dat punt raakt. Immers de bundel lijnelementen 
van een invariant punt is element voor element invariant, 
omdat de drie lijnen naar de fundamentaalpunten over- 
gaan in lijnenparen, waarvan ze zelf deel blijven uitmaken 
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en dus drie invariante lijnelementen door het invariante 
punt bepalen. 

Dat nu ieder van die vier punten moet worden opgevat 
als top van een bundel schroeven van onbepaalden spoed 
en dat de vlakken dier schroevenbundels de vergelijkingen 
hebben, die er in par. 5 voor zijn gegeven, zou hier door 
het uitvoeren van een hmietovergang opnieuw streng 
kunnen worden bewezen. Echter komt men, dit doende 
tot een methode, die naar inhoud geheel overeenkomt 
met de in par. 5 gevolgde. 

Het singuliere gedrag van de vier basispunten van den 
spoedkrommenbundel geeft aanleiding tot verlaging van 
den graad van het schroevenregelvlak, dat met een gege- 
ven schroefkromme overeenkomt, wanneer die kromme 
door één of meer van die punten gaat. Bij lederen door- 
gang van de kromme door zulk een punt sphtst zich n.1. 
het vlak van den schroevenbundel, die dat punt tot top 
heeft, af en hierdoor wordt telkens de graad van het 
regelvlak met één verlaagd. Of anders uitgedrukt: de 
schroefkromme en de daarmee in [1,1] correspondentie 
staande kromme van voetpunten der loodlijnen uit O, die 
op het oppervlak van Steiner ligt, hebben in een basis- 
punt van den spoedkrommenbundel een gemeenschappelijk, 
aan zich zelf toegevoegd, punt, wat hetzelfde effect op den 
graad van het regelvlak heeft. 

Wanneer we ons beperken tot schroefkrommen, wier 
vergelijkingen reëele coëfficiënten hebben, moet de kromme 
altijd tegelijk met één der vier singuliere punten het toe- 
gevoegd imaginaire bevatten. De graadverlaging kan dan 
dus alleen met even aantallen plaats hebben. Het meest 
voor de hand liggende voorbeeld van zulk een graad- 
verlaging wordt geleverd door den bundel spoedkrom men. 
Ieder exemplaar hiervan gaat door alle vier de singuliere 
punten. De graad van het overeenkomstig regelvlak is 
dus 3X2 — 4 = 2, zooals in par. 6 is aangetoond. Vol- 
komen ontaarding treedt op bij de isotrope schroefkromme. 
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waarvoor het correspondeerende regelvlak bestaat uit de 
vier vlakken, die met de vier singuliere punten overeen- 
komen en het dubbeltellende Vcjo, dat een kromme der 
tweede klasse van schroeven njet oneindig grooten spoed 
draagt. 

Par. 11. Ontaarde cilindroides. 

We kunnen in de eerste plaats de vraag naar bijzondere 
cilindroides, die in par. 6 werd opgeworpen, vollediger 
behandelen door te onderzoeken, of er in het platte 
schroevenvlak ontaarde cilindroides voorkomen. Het is 
bekend, dat een cilindroide alleen ontaardt door het bezit 
van een translatie i) of wanneer de twee hoofdschroeven 
denzelfden spoed hebben. Het eerste geval kan zich in 
het algemeene platte schroevenvlak, dat nog steeds het 
onderwerp der bespreking vormt, niet voordoen, omdat 
daarin alleen isotrope schroeven van oneindig grooten 
spoed voorkomen. Het onderzoek naar de tweede moge- 
lijkheid kan als volgt geschieden: wanneer men de hoofd- 
schroeven van een gegeven schroevenrechte wil vinden, 
past men op de schroevenrechte de quadratische trans- 
formatie (IV) toe. De daardoor verkregen kegelsnede 
snijdt de rechte in twee punten, die de gevraagde hoofd- 
schroeven voorstellen. Is het nu mogelijk, dat deze twee 
punten op één spoedkromme gelegen zijn? Daartoe zou de 
schroevenrechte twee toegevoegde punten van deze spoed- 
kromme Sp en de daaruit door de quadratische transfor- 
matie afgeleide kromme moeten verbinden. Volgens een 
opmerking in par. 10 raken echter die twee krommen 
elkaar in de vier invariante punten der transformatie, zoodat 
ze daarbuiten geen punten gemeen kunnen hebben, tenzij 
ze samen vallen. De eenige mogelijkheid, om ontaarde 
cilindroides te vinden is dus, dat we spoedkrommen 



*) We bedoelen hiermee een reëele translatie. Zie Hoofdstuk IV, 
waar tevens het gebruik van het woord „translatie" voor „schroef 
van oneindig grooten spoed" wordt gerechtvaardigd. 
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zoeken, die in hun geheel invariant zijn voor de guadra- 
tische transformatie. Een kegelsnede echter door de vier 
invariante punten dezer transformatie, die als geheel inva- 
riant is, kan alleen^ bestaan uit een van de zijdenparen 
van den volledigen vierhoek der invariante punten, van 
welken vierhoek de drie fundamentaalpunten der trans- 
formatie neven hoekpunten zijn. i) (Van die zijdenparen is 
in het hier behandelde geval noodzakeHjk één reëel). De 
gevraagde spoedkrommen zijn dus de ontaardingen van 
den bundel 

Deze ontaardingen treden blijkbaar op voor/? =/?i,/?2»/^3- 
Beschouw nu een der elementen van zulk een lijnen- 
paar, een verbindingslijn dus van twee der basispunten 
van den bundel. Blijkbaar is het nu mogelijk, om op ooi 
manieren op zulk een rechte geconjugeerde principaal- 
schroeven te bepalen. Immers ieder puntenpaar van de 
involutie, waarvan de twee basispunten, die de rechte 
bevat, dubbelpunten zijn, voldoet aan de voorwaarde van 
loodrechten standen reciprociteit der voorgestelde schroeven. 
En ieder der basispunten vormt ook zulk een paar, omdat 
ze beide met zichzelf zijn geconjugeerd ten opzichte van 
rotatiekrome en isotrope kromme. Alle schroeven van het 
vlak, waarvoor de spoed p^ is (en hetzelfde geldt voor 
spoedbedragen p^ en P2) vormen dus blijkbaar twee 
bundels, waarvan de vlakken door de Z-as gaan, omdat 
deze zelf als schroef van spoed p^ tot beide bundels 
hoort. De toppen van die twee bundels liggen dus op de 
Z-as. We willen nu de plaats van deze toppen berekenen. 
Dit kan het eenvoudigst geschieden door op te merken, 



*) Natuurlijk ontstaat uit de zoo verkregen kegelsnede door qua- 
dratische transformatie een kromme van den vierden graad. Deze 
bestaat echter uit de ontaarde kegelsnede zelf en de dubbelgetelde 
zijde van den fundamentaaldriehoek tegenover den top van het 
lijnenpaar. 
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dat ieder van de beide bundels twee schroeven moet 
dragen, die ieder hooren tot een der bundels isotrope 
schroeven van onbepaalden spoed, die hun toppen hebben 
in de basispunten van den spoedkrommenbundel en waar- 
van de vlakken bepaald zijn door de in par. 5 afgeleide 
vergelijkingen. Ieder van die schroeven is loodrecht op 
zich zelf en reciprocaal met zich zelf. De gevraagde 
bundeltoppen vindt men dus door de Z-as met ieder van 
die vier vlakken te snijden. De snijpunten vallen twee 
aan twee samen. Vatten we de vergelijkingen der vlakken 
samen als volgt: 

± V^Ps — P%x± l/p^ — p^ ^y± Y p.^—p ^— 

lAi^s — i^2)(A —Pè^P2.—P\) = O 

waarbij alleen toegelaten zijn de combinaties , 

h +> H h» + H 1 dan vinden we, door te stellen, 

,r = O, j = O 

z—± l^iPs — P2)iPi — Pè 
En evenzoo op de X-as 

X = ± l^(Pl —P^{P2 —Pl) 

en op de Y-as 

J = ± \^(P2—p\)iP:i—Pi) 

als toppen van bundels schroeven van spoed resp. /?3, /?i,/?2- 
Men kan hetzelfde resultaat afleiden, door gebruik te 
maken van de algemeene constructie-methode met behulp 
van het oppervlak van Steiner. Gaan we bijvoorbeeld 
uit van <ie rechte 

^V^Px — Pw =A^P:i — P2 

die twee der invariante punten in Voo verbindt, dan gaat 
deze door de quadratische transformatie over in zich zelf 
en in de lijn ^ = 0. De in twee platte vlakken ontaarde 
kegel, die het transformatieproduct uit O projecteert. 
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snijdt Steiner's oppervlak in de drie dubbeltellende coor- 
dinaatassen en in den cirkel: 

A^Pi — p^ =yV^Ps — Pi 

V P'^—P2 

De laatste vergelijking volgt door de substitutie 

\^P\ — Pz 

V PZ—P2 

uit de vergelijking van het oppervlak, waarbij zich x^ 
afsplitst. De gevonden kegelsnede is een cirkel, omdat de 
invariante punten isotroop zijn. Ze snijdt de Z-as, behalve 
in O, in het punt 

^ = — 1/ (/'s — P^iPx — Ps) 

waarmee dus weer de bundeltop gevonden is. Dat de 
[1,1] toevoeging tusschen de punten van den cirkel en die 
van de gegeven rechte in Voo in dit geval een perspecti- 
viteit wordt, waarvan het centrum in het op de Z-as be- 
paalde punt A ligt, is ook als volgt te zien: De bundel, 
waarmee A de punten van den cirkel projecteert en die 
dus projectief is met de puntenreeks op de rechte in Voo , 
heeft drie stralen door de overeenkomstige punten van 
die rechte, n.1. de twee isotrope stralen van A en de 
raaklijn van A aan den cirkel, die horizontaal is die dus 
door het snijpunt van de lijn in Voo en ^ = O gaat. Hier- 
mee is de perspectiviteit bewezen. 

Daar de zes vlakken, die hier als dragers van bundels 
schroeven van spoed /?i, p2 of p-^ optreden, blijkens hun 
doorsnede met Voo de drie stel vlakken van cirkeldoor- 
snede van alle spoedoppervlakken vormen, kunnen we 
de bewezen stellingen aldus samenvatten: 

Ieder vlak van cirkeldoorsnede van de spoedopper- 
vlakken draagt een bundel schroeven van een spoed, gelijk 
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aan den spoed van de schroef op de coordinaatas, waar 
het vlak doorgaat. De vergelijkingen van de zes vlakken 
van cirkeldoorsnede (waarvan twee reëel zijn), en de 
liggingen van de bundeltoppen in die vlakken blijken 
uit de volgende tabel: 



Van de zes vlakken zijn er altijd twee reëel en vier 
imaginair, i) Hetzelfde geldt voor de overeenkomstige 
punten. De reëele vlakken gaan door de as met de mid- 
delste spoedwaarde. 

Ball deelt in par. 180 van zijn werk mee, dat er op 
iedere coordinaatas twee punten gelegen zijn, dragers van 
vlakke schroevenbundels evenwijdig aan de vlakken van 
cirkeldoorsnede der spoedoppervlakken door die coordi- 
naatas, tot het onderzochte schroefs3^steem behoorend, 
zóó dat de spoedbedragen van die twee bundels tegen- 
gesteld teeken hebben en in absolute waarde gelijk zijn 
aan den spoed op de coordinaatas. Uit het bovenstaande 
blijkt nu ten eerste, dat de vlakken dier bundels de vlakken 
van cirkeldoorsnede zelf zijn en ten tweede, dat de spoed- 
bedragen van twee zulke bundels met hun top op één 
coordinaatas dezelfde zijn. Er kan ook onmogelijk in het 
platte schroevenvlak een bundel schroeven van spoed 
— Pv — Pz o^ — P'è bestaan, omdat de spoedoppervlakken 
voor die waarden van p niet ontaarden. Dit doen wel de 
spoedoppervlakken voor p = p^, /?2 ^^ Pz* De ligging der 
ontaardingsproducten is nu door het bovenstaande bepaald. 



*) We onderstellen n.1. nog steeds /i ^zéA '=^ Pz- 



i.1 

^1 


Vlak van cirkeldoorsnede. 


Top van den bundel. 


■a 

V 


a. 

V) 




yVV'i — P\ + ^V P\ —Pa = 

^V^pi —Pi * xY Pi—Px—O 
A/ P\ —Pz ^yV Pz-Pi — 






ox 

OY 
OZ 


x=±Y {Pi —p^MPa — Pi) 

y—± ]/^(P2—Pl)(p3—P2) 
^ = ± \^(p3—P2)iPl - Ps) 


Pi 
Pi 
Pa 
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Par. 12. Steiner's oppervlak. 

Het is voor volgende beschouwingen wenschelijk, dat 
we ons een duidelijke voorstelling van den bouw van 
Steiner's oppervlak maken. We beschouwen daartoe de 
doorsneden van dit oppervlak met de vlakken van een 
bundel om een der coordinaatassen, b.v. OZ. Om de 
twee in par. 1 1 besproken schroef bundelvlakken door OZ, 
die ook een belangrijke rol voor dit oppervlak vervullen, 
reëel te krijgen, zullen we aannemen: 

en bovendien, om de gedachten te bepalen: 

P\—P6>P^—P2' 

De vergelijking van het oppervlak is: 

s = {p^-PiW^"" + (/^3 -P2)^^'-y^ + iPi -/^3)2^-^2 _ 

{P2—Pl)iPz -'P2)(Pl —P'6)^y^ = 0. 

We stellen {p^ — Pi){Ps — pè{P\ — /^s) = A. 

Onder de gemaakte aannamen is A een negatief getal. 

De vergelijkingen van de doorsnede van S met een 
willekeurig vlak door OZ, zijn, afgezien van de dubbel- 
tellende Z-as: 

y — xtg(p 

x\P2-Px)^tg\ + ^\{Pz -P^^tg\ + (;;, -p^,n 

— hztgq) = 0. 

Schrijf de tweede vergelijking: 

^Kp^-Pifig'^P + [(i^3 -P2W9^ + {Pi -P'^n 

A^g^ ^"12 _ 



[^-V2 



[{Ps-P2)^^g^<P + iPl—Ps)]J 

1/ A2/^2y 

'HiPs-P2)'^g^<P + iPl-Ps)H 
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De doorsnede is een reêele ellips, waarvan het middel- 
punt op de Z-as ligt, ter hoogte 

. - 1/ A^:? 

De ellips raakt aan de doorsnede van haar vlak met XOY. 
De assen zijn gelegen : 

langs OZ met lengte a := 2\z^\ 

langs -sr z= ^1, ji= xtg-tp met lengte 

^_ {Ps — P2)(Pi—Ps) ^ 



ViPs -P'>W9^ + (Pi—Ps)^ ' \cos<p\ 

_ iPs—P2)(Pl—P'A) 



l^iPs— P2)^ Sin2 q,-\-(p^— ;;3)2 C0S2 tp' 

Laat nu tp aangroeien van O tot n. Voor 99 =: O is a zn O, 
^ z= /?3 — p2' De doorsnede bestaat uit het dubbeltellend 

stuk van de X-as tusschen x z= ± ^^ ^ ^*^ . Voorbij die 

punten gaat de X-as als geïsoleerde dubbellijn het onein- 

dige in. Voor O < 99 < ^ is ^^ < 0. Het oppervlak ligt dus 

beneden XQY. Bij toenemende 9? v^ordt a eerst grooter 
tot een maximum, dat bereikt wordt voor 

P:^—P2 

en waarvan de waarde is a^ax. = .. . Daarna 

neemt a af, om weer = O te worden voor 95 = ^. Voor 

^<q?<7c is ^1 > 0. Het oppervlak ligt boven XOY. a 

neemt eerst toe tot het maximum r^ j dat bereikt 

wordt voor f^cp =: — — - - » daarna af tot O voor w=in. 

P^—P2 
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b heeft voor 9? zn O een minimum /?3 — p^, neemt voor 
<p in het 1 e quadrant steeds toe tot een maximuni^i — p-^, 

dat bereikt wordt voor 99 -= ^, om vervolgens op dezelfde 

wijze tot het minimum p-^ — /?2 voor 99 zn ji te dalen. 

Merken we ten slotte nog op, dat het oppervlak spie- 
geling toelaat aan alle coordinaatassen, dan is het mogelijk, 
zich den bouw volkomen voor te stellen: Wanneer het 
wentelend vlak ZOX verlaat, opent zich het dubbeltellende 
lijnsegment op de X-as tot een lang uitgerekte ellips, die 
met OZ tot symmetrie-as, onder XOY ligt en daaraan 

raakt. Deze ellips wordt bij voortwentelen van O tot ^ 

voortdurend langer; aanvankelijk wordt ze ook hooger 
(d.w.z. de top op OZ daalt meer beneden XOY) ; na het 

bereiken van de hoogte Z^ = — El^^l. wordt ze echter 

weer lager, tot ze zich weer tot een dubbeltellend segment 
van OY samentrekt, dat zich in de geïsoleerde Y-as voort- 
zet. Dit alles herhaalt zich nu volkomen in omgekeerde 
volgarde boven XOY, als het vlak tot 99 < ji door wentelt. 
De coordinaatassen worden dubbellij nen, die echter niet 
werkzaam zijn buiten 

„ _ . Vz-Pt ^ _ 4. P\—P'6 ^- + Pi —Pi 

Ieder vlak door OZ is raakvlak voor het punt, waar de 
ellips van doorsnede de Z-as snijdt (het andere snij- 
punt is steeds O). Daar het heele segment op OZ twee- 
maal door den top van de ellips wordt doorloopen, 
komen er voor ieder punt, zooals behoort, twee raak- 
vlakken. De samenhang van de richtingen van twee zulke 
vlakken met gemeenschappelijk raakpunt vindt men door 
te stellen: 
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^g9l ^^$2 

^p^—piS^^g^x + {p\ — P'iY {p^—P2fig^^2 + (a —PèY' 

waaruit volgt: 

{P^—Pè^ig^\ • ig<P2(^g<Pl — ^^9^2) = {Pl —P'dYi^g^l — ^g9>2i' 

Dit geeft, behalve de triviale oplossing 19? = 9^2 

lp —p^2 

De paren raakvlakken met gemeenschappelijk raakpunt 
zijn dus de paren van een involutie in den bundel OZ, 
waarvan de dubbelvlakken de raakvlakken zijn, hoorend 
bij de uiterste punten van het werkzaam segment op OZ 

d. z. de cuspidaal-punten ^ z= ± ^^ , ^^ . De twee raak- 
vlakken in die punten scheiden dus ieder paar raakvlakken 
met gemeenschappelijk raakpunt harmonisch. 

Om de vraag op te lossen, voor welke waarde van 9? 
de ellips van doorsnede een cirkel wordt, kan men azizb 
stelïen. Men vindt dan dezelfde oplossing als langs anderen 
weg in par. 11 werd gevonden: 

A/ P\ — P?^^ A/^P^ — P2 = ^ o^ ^g'P = '^T7é^'^^^' 

V P'è — P2* 

Deze vlakken zijn nu reëel, wegens de aanname 

Pl>Pó>P2' 

Par. 13. Samenhang van Steiner's oppervlak met 
drie bundels schroevenrechten. 

De bundel schroevenrechten door Z in Voo (we beperken 
ons weer tot één fundamentaalpunt, omdat de behandeling 
voor de beide andere dezelfde is) wordt door de qua- 
dratische transformatie in involutorisch overeenkomende 
paren ingedeeld. Daardoor wordt in den vlakkenbundel 
om OZ, die dien lijnenbundel projecteert, eveneens een 
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involutie gevestigd. In V os wordt aan y =z Xx toegevoegd 
(behalve z=:0) 

^ Ps—Pi 
De vergelijking der involutie is dus 

Pè—P2 

of voor den vlakkenbundel OZ: tgq)^,tgq)2^:^— ^ 

Pz — P2 

Wegens de eigenschappen, vermeld in par. 7, liggen de 
voetpunten der loodlijnen uit O op de schroeven van een 
schroevenrechte / door Z in Voo in de doorsnede van 
Steiner's oppervlak met het vlak van den bundel OZ 
door de aan / toegevoegde rechte /'. De samenhang van 
twee vlakken Vj en Vg, die een paar in de involutie om 
OZ vormen, is dus deze, dat door de punten van de 
doorsnede van het eene vlak met Steiner's oppervlak en 
wel loodrecht op de voerstralen dier punten uit O, de 
schroeven der cilindroide loopen, die de oneindig verre 
rechte van het andere vlak tot enkelvoudige richtlijn heeft. 
De dubbelvlakken dezer involutie worden bepaald door 

P6—P2 

Het zijn de twee vlakken door OZ, die als restdoor- 
snede met Steiner's oppervlak een cirkel hebben. In zulk 
een dubbelvlak liggen de schroeven, door de punten van 
den doorsnedecirkel loodrecht op de voerstralen uit O 
getrokken. Ze vormen dus in dat vlak een bundel, waar- 
van de top diametraal tegenover O ligt, zooals in par. 1 1 
is gebleken. 

In het bovenstaande ligt opgesloten de volgende con- 
structie voor alle schroeven, die evenwijdig zijn aan een 
vlak door OZ of m. a. w. wier schroefpunten in Voo een 

4 
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rechte door Z vormen. Bepaal n.1. het vlak, dat van het 
gegeven vlak door OZ harmonisch wordt gescheiden door 
het paar vlakken van cirkeldoorsnede. Snijd dit vlak met 
Steiner's oppervlak en trek door de punten van de door- 
snede lijnen, die loodrecht zijn op de voerstralen dier 
punten uit O en evenwijdig aan het gegeven vlak. 
Voorzie die lijnen van den spoed, die uit hun richtings- 
cosinussen volgt; dan vormen ze de gevraagde schroeven. 
Van alle schroevenrechten door Z is OZ zelf hoofd- 
schioef, omdat Z met alle punten van XY zoowel ten 
opzichte van de rotatiekromme als ten opzichte van de 
isotrope kromme is geconjugeerd. De andere hoofdschroe- 
ven zijn dus de schroeven van de cilindroide met dubbellijn 
OZ, waarvan OX en OY hoofdschroeven zijn. Ieder 
punt van het werkzame deel van OZ is middelpunt (d.w.z. 
snijpunt van hoofdschroeven) van twee cilindroides. 

Par. 14. Metrisch speciaal geval. 

Wanneer in par. 12 p^ — p^^:=:p^ — p^ genomen wordt 

d.w.z. ;?3 = ^ ^ worden de waarden van tg(p, waar- 
voor a maximum is: 

tgcp = ±\. 

De raakvlakken van de twee cuspidaalpunten deelen nu 
den tweevlakshoek der coordinaatvlakken door OZ mid- 
dendoor. De involutie van raakvlakken met gemeenschap- 
pelijk raakpunt wordt symmetrisch ten opzichte van deze 
vlakken. 

Voor de in par. 13 besproken involutie blijken nu 
echter de dubbelvlakken ook met deze twee deelvlakken 
Dl en D2 samen te vallen. De twee involuties worden 
dus identiek. De horizontale as b van de doorsnede van 
het om OZ wentelend vlak met Steiner's oppervlak wordt 
constant; het geheele oppervlak wordt symmetrisch ten 
opzichte van zijn vlakken van cirkeldoorsnede door OZ, 
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die tevens raakvlakken zijn in de cuspidaalpunten op die 
coördinaatas. Het oppervlak is nu op te sluiten in den cilinder 

tusschen de twee vlakken z:=z ±-^-^ - . 

Toegevoegde lijnen in de involutie in den bundel Z in 
Voo bepalen congruente voetpuntskrommen van loodlijnen 
uit O en daardoor congruente cilindroides met gemeen- 
schappelijk middelpunt op OZ en middelvlakken (d.w.z. 
vlakken van twee hoofdschroeven), die in dat middelpunt aan 
Steiner's oppervlak raken. De raaklijnen aan de cirkel- 
doorsneden in de cuspidaalpunten zijn torsaallijnen van 
de cilindroide met hoofdschroeven OX en OY. 

Par. 15. Willekeurige schroevenrechte. 

We vragen thans naar de constructie van een cilindroide, 
die door een willekeurige rechte in Voo wordt bepaald 
of m.a.w. waarvan de schroeven evenwijdig zijn aan een 
gegeven vlakstelling ^), We bewijzen daartoe eerst de 
volgende stelUng: Het middelvlak van iedere cilindroide 
gaat door O. 

Denk nl. in Voo gegeven een lijn /. Daarop liggen twee 
punten, geconjugeerd ten opzichte van alle spoedkrommen, 
die loodrecht snijdende schroeven voorstellen. Daar die 
twee punten in de quadratische transformatie aan elkaar 
zijn toegevoegd, is ieder van hen oneindig ver punt van 
de loodlijn uit O op de, bij het andere punt hoorende, 
schroef. De beide schroeven hebben dus twee punten met 
het vlak van O en / gemeen en liggen er dus in. 

Omgekeerd hggen in ieder vlak door O twee loodrecht 
snijdende schroeven, die dus met de loodlijnen uit O een 
rechthoek vormen, waarvan O hoekpunt is. Daar de 
schroefpunten van twee geconjugeerde principaalschroeven 

1) Verg. Ball t. a. p. par. 179. 
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geconjugeerd zijn, zoowel ten opzichte van de isotrope 
kromme als ten opzichte van de doorsnede van het rotatie- 
oppervlak met Voo , zijn twee zulke schroeven evenwijdig 
aan de assen van de doorsnede van hun vlak met het 
rotatieoppervlak of een der spoedoppervlakken (die immers 
coaxiaal zijn met het rotatieoppervlak). Daaruit volgt de 
volgende constructie voor een cilindroide met willekeurig 
gegeven schroeven rechte in Vcx) : Snijd het vlak door O, 
dat de gegeven stelling heeft, met het rotatieoppervlak en 
met Steiner's oppervlak. Bepaal de snijpunten van de 
assen van de doorsnede met het rotatieoppervlak en de 
kromme van den vierden graad met drievoudig punt in 
O, waarin het vlak Steiner's oppervlak snijdt. Het vierde 
hoekpunt van den rechthoek, waarvan O en die twee 
snijpunten de andere hoekpunten zijn, is het middelpunt 
van de gevraagde cilindroide; de twee zijden door dit 
punt zijn de hoofdschroeven, de loodlijn door dit punt 
op het vlak der hoofdschroeven de dubbellijn. 

Om nu verder de cilindroide constructief te voltooien, 
letten we op den kegel van den tweeden graad, die door 
de loodlijnen uit O, op de schroeven van een willekeurige 
cilindroide neergelaten, wordt gevormd. Die kegel gaat 
altijd door de drie coordinaatassen, omdat een willekeu- 
rige schroevenrechte in Voo met ieder der zijden van den 
fundamentaaldriehoek een punt, en dus iedere cilindroide 
van het platte schroevenvlak met ieder der cilindroides 
op twee fundamentaalschroeven als hoofdschroeven een 
schroef gemeen heeft. De dubbellijnen van die drie cilin- 
droides zijn echter de coordinaatassen. De schroeven, die 
een willekeurige cilindroide met die drie bijzondere gemeen 
heeft, zijn dus de gemeenschappelijke loodlijnen van haar 
eigen dubbellijn met de coordinaatassen. De coordinaat- 
assen hooren echter dan tot den kegel van loodlijnen uit O. 

Boven vonden we van dien kegel al twee ribben nl. 
de loodlijnen op de hoofdschroeven. Deze twee, samen 
met de drie coordinaatassen bepalen den kegel volkomen. 
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We letten nu liever op de voetpuntskromme van de lood- 
lijnen uit O. Hiervan zijn nl. vijf punten bekend, twee 
op de hoofdschroeven en drie op de coordinaatassen 
(voetpunten van gemeenschappelijke loodlijnen met de 
dubbellijn van de cilindroide). Die kromme is dus ook 
bepaald. De lijnen nu door de punten van die kromme, 
loodrecht op de voerstralen dier punten uit O en even- 
wijdig aan het bekende middelvlak der cilindroide ge- 
trokken, zijn de beschrijvenden der gevraagde cilindroide, 
die op de bekende wijze van een spoed kunnen worden 
voorzien. 

De kegel der loodlijnen, uit O öp de beschrijvenden 
eener willekeurige cilindroide van het platte schroeven vlak 
neergelaten, bevat oneindig veel drietallen onderling lood- 
rechte lijnen, omdat ze er één (de drie coordinaatassen) 
bevat. Alle mogelijke aldus verkregen kegels vormen dus 
een homaloidaal net van orthogonale kegels door de drie 
coordinaatassen. Een voor de hand liggend orthogonaal 
lijnendrietal is steeds het tweetal loodlijnen op de hoofd- 
schroeven en de lijn door O evenwijdig aan de dubbellijn 
van een cilindroide. 
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Par. 16. Involuties op een cilindroide. 

Bij de bespreking van de cilindroide legt Ball, zooals 
ook de aard van zijn, meer over mechanica dan over 
meetkunde handelend, werk meebrengt, den meesten nadruk 
op het verband van twee reciprocale schroeven van dat 
oppervlak. 

We willen nu in deze paragraaf algemeen onderzoeken 
de drie op den voorgrond tredende relaties van twee 
schroeven op één cihndroide: reciprociteit, loodrechte 
stand en incidentie. Het zal dan blijken, dat er op iedere 
cilindroide drie schroef-involuties liggen, waarvan de paren 
telkens twee elementen in een der drie genoemde relaties 
bevatten, en dat er voor ieder der drie gevallen een een- 
voudig verband bestaat tusschen de spoedbedragen van 
de schroeven van één paar der involutie. 

I. Involutie van reciprocale schroeven. 

Deze involutie is door Ball volledig behandeld, i) Hij 
voert daarbij in de z.g. spoedkegelsnede, die men ver- 
krijgt door op de stralen van den bundel in het middel- 
vlak met het middelpunt tot top, een lengte uit te zetten, 
omgekeerd evenredig met den wortel uit den spoed van 
de schroef, die aan den gekozen straal evenwijdig is. 
Daar de asymptoten van deze kegelsnede door de snij- 



') Ball, t. a. p. blz. 40. 
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punten der schroevenrechte in Voo met de rotatiekromme 
gaan en reciprocale schroefpunten van de rechte gecon- 
jugeerd zijn ten opzichte van die punten, blijkt dat de 
involutie van reciprocale schroeven van een cilindroide 
paren heeft, evenwijdig aan die van de involutie der toe- 
gevoegde middellijnen van de spoedkegelsnede. 
Is de parametervoorstelling van de cilindroide 

y = xtgfp, z = (;?2 —P\) sin 9? cos 9?, 
dan is de vergelijking van de involutie: 

ig^\ • <^9^2 — "" ?• 

De dubbelschroeven (rotaties) zijn reëel, als p^ en /?2 
ongelijk teeken hebben. Inderdaad is het dan voor reëele 
waarden van 9? mogelijk, om p :=zp^ cos^ (p -\- p^ sin2 9? te 
laten verdwijnen. 

Zijn a en p twee schroeven van één paar dezer invo- 
lutie, dan is wegens de stelling, dat bij een ellips of 
hyperbool de som der quadraten van twee geconjugeerde 
middellijnen constant is: i) 

1 1 

Pa ' pp 

1 1 

waarbij C = — + . Deze stelling geldt niet voor de 

Pi P2 

dubbelschroeven. 

De spoedkegelsnede ontaardt voor pi ol p2^=0 in een 
lijnenpaar, evenwijdig aan een der coordinaatassen. Dit 
gebeurt voor die schroevenrechten, die aan de rotatie- 
kromme raken en die in par. 6 besproken zijn. ledere 
schroef van de cilindroide heeft nu de fundamentaal-rotatie 
als reciprocale. De afgeleide betrekking voor de spoed- 
bedragen verliest nu hare beteekenis. 

1) Hierbij is voor de lengte van een middelUjn, die de hyperbool 
niet snijdt, tp genomen, als / de lengte is van de coincidente mid- 
dellijn van de geconjugeerde hyperbool. 
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II. Involiitie van loodrechte schroeven. 

De schroefpunten in Vcx) vormen een involutie met de 
isotrope punten van hun verbindingslijn tot dubbelpunten. 
De vergelijking van de involutie is: 

^g'Pi • ^^9^2 = — 1 . 

Vormen a en ^ een paar, dan is wegens de stelling, 
dat bij een ellips of hyperbool de som van de quadraten 
van de omgekeerde waarden van twee onderling lood- 
rechte middellijnen constant is, 

Pa+ Pp = C. 

waarbij C = /?i + Pi- De stelling geldt niet voor de dubbel- 
schroeven, die in Vcx) aan de isotrope kegelsnede raken. 

III. Involutie van incidente schroeven. 

Als a en )^ incidente schroeven zijn en co^^ is hun vir- 
tueel moment, dan is 

2 o^afi = (Pa + Pfi) cos O. Immers d^^ = 0. 

Zijn de parameters van deze twee schroeven cpi en 9?2> 
dan is: 

CO^a z= Pl cos (pi cos (p2 + P'2 ^^^ 9^1 ^^^ 9^2 

Pa = Pl cos*^ <pi + P2 sin^ (pi 
Pp = /?! cos2 9^2 + P2 sin*-^ (P2 
cos o = cos {(pi — (p^y 

Substitueerend, vindt men na eenig rekenen: 

sin 2 (pi =z sin 2 9^2 
w^aaruit, behalve de triviale oplossing (p^ = 9^2 volgt 

9^1 + 9^2 = 90^ 
De vergelijking der involutie wordt dus 
^^9^1 • ^^9^2 = 1 • 
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De dubbelstralen dezer involutie deelen den hoek van 
de hoofdschroeven middendoor. De overeenkomstige 
schroeven liggen met geen andere schroef incident dan 
met zich zelf; het zijn dus de torsaallijnen van de ciiin- 

droide. Hun spoed is — ^^^. 

Wanneer we in den middellijnenbunder van een ellips 
of hyperbool de involutie tgq)^ . tg(p2 = 1 vestigen d. w. z. 
als we iedere middellijn paren met haar spiegelbeeld ten 
opzichte van de bissectrices van den hoek der symmetrie 
assen, dan is de som der quadraten van de omgekeerde 
waarden dezer middellijnen constant. Immers, wanneer 
we in de vergelijking voor het quadraat van een voer- 
straal uit O 

^ — 1 _^2cos2(^* 

waarin e de excentriciteit is en waar het -\- oi — teeken 

geldt, al naarmate we met een ellips of hyperbool te 

maken hebben, achtereenvolgens cp en (90 — 99) substitu- 

1 
eeren en de verkregen waarden voor -^ optellen, krijgen we 



We vinden dus voor twee snijdende schroeven a en /? op 
een cilindroide: 

Pa+ Pp = C, 

waarbij C = /?i + P2' Deze stelling geldt wel voor de 
dubbelschroeven. Inderdaad is de spoed van ieder der 

torsaalschroeven ^1 ^ ^^ . 

Par. 17. Vervolg, 

In verband met de belangrijke rol, die de laatst be- 
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wezen stelling in dit hoofdstuk speelt, volgen hier nog 
twee andere bewijzen. 

I. Wanneer we weer uitgaan van de parametervoor- 
stelling der cihndroide: 

z = (/72 — V\) sin 9? cos 9? 

kunnen we vragen naar het verband van de parameters 
9?i en 9?2 van twee schroeven op gelijk niveau boven het 
middelvlak. We schrijven daartoe, tgrp = m stellend : 

sin 9? cos 9? = tg(p cos2 9? =r Y —o = — - 

I -f- m- P2 — Pi 

waaruit de vergelijking 

z 

volgt. Hieruit zien we in de eerste plaats weer de ver- 
gelijking der involutie van incidente schroeven: m^m.y '^ 1. 
Schrijf verder: 

p = p^ cos- (p -}- P2 sin2 99 := cos2 9?(/?j -f- p<itg^^) = 

P\-\-P2^^^^ ^ ^ r I P2—P1, 



1 _|_;,A^ ni[p.y—p^)\ 



]P\ + P2 ~~- ^ —Pl\ 

+ P2—P2- 



Dus, als bij de parameters 90^ en 9^2 schroeven a en ^ 
hooren : 

II. Bij het vorig bewijs is nog mede de vergelijking 
der involutie te voorschijn gekomen. Wil men alleen de 
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stelling ;?^ -|- /?^ = /?! + p<^ bewijzen, dan kan dit zeer 
eenvoudig geschieden door 99 te elimineeren tusschen de 
vergelijkingen : 

z izz (/?2 — P\i sin <p cos ^) 

p znp^ C0S2 q) -\. p^ sin2 (f. 

Nu is n.1. 2z^ '^^7"^^ sin 2 9? 



zoodat 



Z' 



^^£l+ü_£ï-Jl.eos2» 



+ [,_a+ZiJ=(^.-a)'. 



Men komt dan tot de door Ball behandelde afbeelding 
van de schroeven eener cilindroide op de punten van een 
cirkel, i) Wanneer men het niveau z op de X-as en de 
spoed p op de Y-as afzet, zoodat dus de door de verge- 
lijking voorgestelde cirkel zijn middelpunt heeft op OY, 
wordt de te bewijzen stelling deze, dat de som van de 
ordinaten van twee punten op den cirkel, die op een lijn, 
evenwijdig aan OY liggen, constant is, wat echter evident 
is. De waarde der constante som is de dubbele ordinaat 
van het middelpunt, dus pi + /?2- 

Gevolgen : 

Een rotatie is incident met een schroef, waarvan de 
spoed p^ + /?2 is. 

De uitdrukking voor het virtueel moment van twee 
schroeven op gelijk niveau: 



^ap 



2 



1) Ball, t. a, p. Chapter V. 



Digitized by 



Google 



60 
is om te vormen tot 



o^p ^=f^ i^ cos o of wegens tgO = 



"*! ''*'2 1 ƒ / \ 

i^i ~ = V2 ('«i — '«2). 

1 + Wi»i2 



waaruit volgt: 

1 



cos2 O 



1 +V4K— '«2)2~ 

1 _ 4 ^i2 



-A /_ , ...^ 9l_l/2 ^P2-Piy 



1 + V4p ^ ('«l + '«2) - 2] - V2 



Dus wordt 






P2—PI 

Het niveau van tw^ee incidente schroeven, de cosinus 
van hun hoek en hun virtueel moment zijn dus onderling 
evenredig. 

Wanneer twee schroeven a en p voldoen aan de relatie 
Pa '\~ Pp ^=^ Pi '\- P2 2^ü^ ze óf loodrecht, óf incident. Dit 
volgt onmiddellijk uit het bovenstaande. Immers bij een 
gegeven schroef a moet één schroef hooren, die er lood- 
recht op staat, en één, die er incident mee is. Dit zijn 
dan twee schroeven p, die met a bovenstaande relatie 
hebben. Meer kunnen er niet zijn, omdat een cilindroide 
slechts twee schroeven van gegeven spoed bevat. ledere 
schroef is dus loodrecht op de schroef, die denzelfden 
spoed heeft als de schroef, die incident is met de eerste. 
Alleen voor het geval, dat a en ^ de hoofdschroeven 
zelf zijn, zijn ze zoowel loodrecht als incident. 

De ehminatie van 9? tusschen 

z zz: (/?2 — Pi) sin (p cos (p 

p ziz p^ COs2 cp -\- P2 sin2 (f 

kan ook als volgt geschieden: 
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waaruit volgt 

z^z={p —pi)(P2—p) 

met hetzelfde resultaat als boven. 

Par. 18. De spoedsom van een cilindroide. 

Wanneer we de constante som van twee schroeven op 
gelijk niveau van een cilindroide als spoedsom van dit 
oppervlak invoeren, kunnen we de vraag stellen naar de 
meetkundige plaats van alle schroevenrechten in Vcx) met 
gegeven spoedsom. We merken daartoe op, dat een 
torsaalschroef van een cilindroide een spoed heeft, die 
gelijk is aan de helft van de spoedsom, en dat de twee 
torsaalschroeven van één cilindroide loodrecht op elkaar 
staan. De torsaalschroefpunten van een schroevenrechte 
met spoedsom 2q zullen dus gelegen zijn op de spoed- 
kromme voor p =: g en zullen geconjugeerd zijn ten opzichte 
van de isotrope kromme ö. Deze voorwaarde van gecon- 
jugeerde ligging echter vestigt op de spoedkromme Sq een 
involutie [2], omdat met één punt van S^ de twee punten 
van haar poollijn ten opzichte van Q overeenkomen, terwijl 
bij ieder van die twee punten het uitgangspunt als een 
der geconjugeerde punten hoort. De gevraagde schroeven- 
rechten verbinden nu overeenkomstige punten van die [2] 
involutie en omhullen dus een kromme van de tweede 
klasse. Vier lijnen van deze kromme raken aan een wille- 
keurige spoedkromme Spi] het zijn dus schroevenrechten, 
waarvoor een der fundamentaalschroeven den spoed p^ 
heeft en waarvoor dus de andere den spoed 2g — p^ heeft. 
Dan moeten echter die vier lijnen ook aan de spoedkromme 
S2q-p, raken. We zien dus de eigenschap: 

De gemeenschappelijke raaklijnen van alle paren spoed- 
krommen, waarvoor de som der spoedbedragen 2g is, 
snijden S^ in punten, die geconjugeerd zijn ten opzichte 
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van ü en vormen een kromme der tweede klasse, die de 
meetkundige plaats is van alle schroevenrechten met 
spoedsom 2q. 

We zullen nu die tweede klasse-kromme ook analytisch 
te voorschijn brengen. Daartoe berekenen we eerst de 
spoedsom van een gegeven schroevenrechte 

^1-^1 + ^2^2 + ^3^3 = (1) 

waarbij we zorg dragen dat 

^1^ + ^2^ + ^3^ ^= 1 • 

De spoedsom zal gelijk zijn aan de som van de spoed- 
bedragen der fundamentaalschroeven, d.w.z. aan de som 
van de twee waarden /?, waarvoor een kegelsnede van 
den bundel 

Pl^r + P^2^2^ + P^^'S" - P{^x' + ^2^ + ^3^) = O (2) 

aan de gegeven rechte raakt. 
Elimineer x^^ tusschen (1) en (2): 

iPi - pW + (p-2-p)^2' + (pz- p) ^-'^^^^ = o 

^3 

en stel de voorwaarde, dat deze vergelijking een dubbelen 
wortel x^ heeft. Die voorwaarde wordt een vierkants- 
vergelijking in /?: 

(P'A —P)W^2^ — WiPi —P) + ^ïKP'i —P)] 

W{Pz-p) + ^^HP',-P)\^0 

of 

i^'K^ + ^2^ + ^3*^1 -P\{P2 + P'Ml' + (P'6 + PiW -\- 

{Pi + P2W] + [P2P:i^r + P'sPi^r+PiP^2^:i^] = O- 
Wegeni? a^^ -f a2^ -f- ^^32 z= 1 wordt de gevraagde spoedsom 

{P2 + PsW + (Ps + PiW + (Pi + P2W' 
Stellen we nu de voorwaarde, dat deze spoedsom 
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een gegeven waarde 2q zal hebben dan vinden we de 
vergelijking in lijncoordinaten a^', 

(Pi + P'èW + {P^ + PiW + iPi +7^2)^3' = 

welke vergelijking de gevraagde kromme der tweede 
klasse voorstelt. 

Bij variatie van 2q beschrijft deze klassekromme een 
schaar. 

Par. 19. Spoeddefect van een cilindroide. 

De in par. 18 afgeleide schaarvergelijking kunnen we 
als volgt schrijven: 

, A^i2 + P2^^^ + W32 - DK' + ^2' + ^3') = o 

waarin D = /?i + /?2 + /^3 — 2^- De schaar blijkt dan duaal 
te staan tegenover den bundel van spoedkrommen: 

Pi^i^ + P2^2^ + P'6^è^ —Pi^i^ +«2^ + 032) = 0. 

Als fundamentaaldriezijde voor de lijncoordinaten 
ai fungeeren de drie zijden van den fundamentaaldrie- 
hoek der puntcoordinaten a/, als eenheidslijn de harmoni- 
kaal van het eenheidspunt. Ieder exemplaar van de schaar 
ontstaat uit het bundelexemplaar, waarvoor /? = D, door 
polariseeren ten opzichte van de isotrope kromme. 

De beteekenis van de grootheid D is nu in te zien 
door gebruik te maken van de opmerking i), dat de som 
der spoedbedragen van drie schroeven van een plat 
schroevenvlak, die door éen punt gaan, constant is, nl. 
gelijk aan /?i + /?2 + Ps- De grootheid D wijst dus voor 
een cilindroide aan, met welk bedrag de spoedsom van 
een willekeurig paar incidente schroeven van die cilin- 
droide beneden het getal Pi -{- P2-\- Psj dat we de spoed- 
som van het schroevenvlak zullen noemen, blijft. Hoewel 

1) Ball t. a. p. blz. 176. 
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dus de naam „spoedsom defect" beter de beteekenis van 
D zou aangeven, zullen we er het woord „spoeddefect" 
voor invoeren. 

Wanneer we ons nu een cilindroide denken met spoed- 
defeet D, dan moet dus door ieder punt van de dubbellijn, 
behalve de twee schroeven van dat punt op de cilindroide 
zelf, een derde schroef van het platte schroevenvlak gaan 
en deze zal den spoed D moeten hebben, om de spoedsom 
voor het gekozen punt tot i^i + /^2 + /^s ^^ brengen. Door 
ieder punt van de dubbellijn gaat dus een schroef van 
spoed D. Nu vormen alle schroeven van spoed D de 
eene regelschaar van het spoed oppervlak Sd. De dubbel- 
lijn van een cilindroide met spoeddefect D snijdt dus 
oneindig veel lijnen van een regelschaar van Sd en hoort 
dus zelf tot de complementaire regelschaar van dit opper- 
vlak. En omgekeerd is iedere lijn van deze schaar dubbel- 
lijn van een cilindroide met spoeddefect D. Immers het 
oneindig verre punt van zulk een lijn ligt op de spoed- 
kromme Sd in Voo , waarvan we weten, dat ieder punt 
als pooUijn ten opzichte van de isotrope kromme een 
schroevenrechte heeft met spoeddefect D. De gekozen 
lijn is dus evenwijdig aan de dubbellijn hiervan, maar 
aangezien die dubbellijn eveneens hoort tot de schaar van 
Sd, waartoe de gekozen lijn hoort en daar die schaar 
geen twee lijnen van dezelfde richting kan bevatten, vallen 
die twee lijnen dus samen. Hiermede is dus de beteekenis 
gevonden van de regelscharen der spoedoppervlakken, 
complementair aan de schroefscharen, die die oppervlak- 
ken dragen. 

We kunnen nu aan ieder punt in Voo twee beteeke- 
nissen toekennen, al naarmate we dit punt opvatten als 
schroefpunt of als oneindig ver punt van de dubbellijn 
van een cilindroide, waarvan de correspondeerende schroe- 
venrechte in Vco pooUijn is van het gekozen punt ten 
opzichte van de isotrope kromme. Gaan we uit van het 
punt [ai, 02, 03] waarbij a./ + «2"^ + «3^ = 1 » dan zijn de lijn- 
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coördinaten van de schroevenrechte a^x^ -\- 02^2 + ^s^s = O 
in het bevriende coördinatenstelsel eveneens [a^, 02, 03,], 
dus is het spoeddefect p^ai^ + /^2«2^ + Ps^s^- Deze uit- 
drukking stelt echter tevens den spoed voor van de schroef, 
die bepaald wordt door het punt [a^, 02, 03] en die v^e 
de normale schroef van de cilindroide, voorgesteld door 
de rechte aix^ -\- 02^2 + ^s^s ^^ ^ kunnen noemen, omdat 
ze loodrecht staat op alle schroeven van die cilindroide. 
De schroef en de dubbellijn eener cilindroide, die door 
het punt [tti, 02, 03] in Voo gaan, zijn dus evenw^ijdige 
lijnen van het spoedoppervlak. waarvoor 

P = Pi^^ + P^^ê + /^3a3^- 

De mededeelingen over de constructie van een cilin- 
droide uit een gegeven schroevenrechte in Voo , die in 
par. 15 zijn gedaan, kunnen nu dus worden aangevuld 
niet de opmerking, dat, als de cosinussen van de richting, 
loodrecht op de gegeven vlakstelling zijn [a, )8, y\ het 
middelpunt van de cilindroide op de doorsnede ligt van 
het vlak door O, evenwijdig aan de gegeven vlakstelling 
met het spoedoppervlak, waarvoor p =z p^(fi -\- p^^ -f- p.^y^ 
en wel daar, waar een lijn van de dubbellijnenschaar van 
dat spoedoppervlak loodrecht op die vlakstelling staat. 
Tevens blijkt nu duidelijk, hoe de onderlinge ligging is 
van een cilindroide en haar normale schroef. Deze gaat 
door het punt van de bovengenoemde doorsnede, dat 
diametraal tegenover het middelpunt der cilindroide hgt; 
ze is evenwijdig aan de dubbellijn en heeft een spoed, 
gelijk aan het spoeddefect der cilindroide. 

In de schaar 

A«i2 + p-iu.,^ + p.,u.,^ - D(«i2 + ui + ui) = o 

komen drie klassekrom men voor, die ontaard zijn in twee 
punten, beschouwd als dragers van al hun rechten. Die 
drie puntenparen zijn de zes snijpunten van de raaklijnenaan 
de isotrope kromme ü in de punten, waar ze de rotatie 

5 
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kromme snijdt; het zijn dus de polen ten opzichte van Q 
van de drie lijnenparen, die als ontaardingsproducten 
voorkomen in den bundel der spoedkrommen. Beperken 
we ons weer tot een der ontaardingsgevallen n.1. D .= /?3, 
dan blijkt dus, dat alle schroevenrechten met spoeddefect 
/?3 twee bundels vormen, waarvan de toppen de polen 
zijn van de twee degeneratie-producten der spoedkromme 

Li = x\^P\ — P% + yV Pz — p<i — 0. 
^^A^P\ — Pi —yV^Pz — P2 = O- 

Wanneer we tevens zorg dragen voor de betrekking 
«1^ + ^ + «3^ = 1 » ^U" dus die toppen : 



Lr Pi— Pi y P1—P2 J 

Q^riXK^^, - l/KES, ol 

^ LV Pi- Pi V P1—P2 J 

De schroeven, door deze punten bepaald, zijn ieder 
gemeenschappelijk aan een „bundel" cilindroides met 
spoeddefect /^g. Beide liggen ze op de fundamentaal- 
cilindroide : 

y = xtg(p 

z =: (/72 — P\i sin 9? cos 9?. 

Hunne vergelijkingen zijn dus: 
voor Q: 



y Pi- 


-Ps 

-P2 




■ = -V(Pi- 


-PsiiPs- 


-Pi) 


y Ps 


-Ps 

— Pi 





voor C2'. y 

^ = ViPi— pèih — P2) 

Voor beide is de spoed Pi -\- P2 — P^^ Hieruit en uit de 
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beschouwing van hun niveau bHjkt, dat ze ieder incident 
liggen met een schroef van de fundamentaalcilindroide, 
die den spoed p-^ heeft, zoodat ieder door een der toppen 
van de bundels gaat, waarin de schroefschaar van het 
spoedoppervlak voor p == p^^ is ontaard. 

Van die twee bundels ligt er een in het vlak 

Li =^1/"a —Pz^- jV^Ps — P2 = ^ 

met top z = y^ipi — p^){p^ — P2) (Tl) 

de andere in: 

L2 = xy^p^ —Pz— jV^Ps — P2 = 

met top z = —\/(pi — p^){p^ — pè (T2). 

We zien dus: 

Q _L Li door Tg en C2 _L L2 door Ti. 

Ieder van de twee schroeven, die een bundel cilindroides 
van spoed defect p^^ dragen, staal dus loodrecht op een 
der vlakken van cirkeldoorsnede van Steiner's opper- 
vlak, en wel in het raakpunt van het andere vlak van 
cirkeldoorsnede. 

De dubbellijnen van alle cilindroides van den bundel 
Q zijn evenwijdig aan de schroeven van Li en snijden 
alle Cl loodrecht. Het is dus de bundel in Li met top Tg. 
Evenzoo vormen de dubbellijnen van alle cilindroides van 
den bundel Cg een bundel met top Ti in het vlak Lg. 
Hierdoor zijn ook de degeneratieproducten van de dubbel- 
lijnenschaar van het spoedoppervlak voor p z=Lp^ aan- 
gewezen. 

De cihndroide, die Q en Cg verbindt en die dus van 
beide bundels deel uitmaakt, is de fundamentaalcilindroide 
met de Z-as, gemeenschappelijke loodlijn van Q en Cg, 
tot dubbellijn. 

De meetkundige plaats van de middelpunten der cilin- 
droides met spoeddefect p^ ontstaat, door uit O loodlijnen 



Digitized by 



Google 



68 



neer te laten op alle stralen van de beide bundels dubbel- 
lijnen. Ze bestaat dus uit twee cirkels, die uit de cirkels 
van Steiner's oppervlak in L^ en Lg door spiegeling aan 
O ontstaan. Tevens blijkt, dat de algemeene stelling, 
volgens welke een schroef en een dubbellijn, die even- 
wijdig zijn, uit elkaar door spiegeling aan O ontstaan 
(wat slechts een andere formuleering is, van een boven 
bewezen stelling) ook hier doorgaat. 

Par. 20. De congruentie der dubbellijnen. 

In par. 19 is gebleken dat bij iedere schroef van het 
platte schroevenvlak, bepaald door [a^, 02, 03] een dubbel- 
lijn van een cilindroide van dat schroevenvlak hoort, die 
er symmetrisch mee ligt ten opzichte van O. De para- 
metervoorstelling van de verzameling der dubbellijnen 
is dus 

x = at—{p.^—p^)Py 

s = yt — {p2—pi)ap 

De dubbellijnen vormen dus een congruentie, die geheel 
dezelfde eigenschappen heeft als die der schroeven. Verder 
hoort er bij iedere dubbellijn een getal, het spoeddefect 
van de bijbehoorende cilindroide, dat van de richtings- 
cosinussen op geheel dezelfde wijze afhangt, als de spoed 
bij een schroef doet nl. 

D = p^a^ ^ p^ -]- p.^y2. 

Daaruit volgt echter, wegens de in par. 1 gegeven 
definitie, dat alle dubbellijnen zelf weer schroeven zijn en 
het ligt voor de hand de vraag te stellen, of de congruentie 
der dubbellijnen, van het bijbehoorend spoeddefect als 
spoed voorzien, weer op den naam van plat schroevenvlak 
recht heeft. Dit nu is niet het geval. Immers als fundamentaal- 
schroeven zouden dan de drie dubbellijnen van de funda- 
mentaalcilindroides van het oorspronkelijk schroevenvlak, 
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voorzien van de spoeddefecten pi, /?2» Pi moeten fungeeren. 
Dit zijn echter de fundamentaalschroeven van dat schroe- 
venvlak en het is niet mogelijk, met behulp daarvan een 
ander schroevenvlak voort te brengen. We bedenken nu 
echter, dat er in de afleiding van par. 3 één willekeurig 
element zat, nl. de richting, waarin een rotatie even- 
wijdig aan zich zelf wordt verschoven bij samenstelling 
met een loodrechte translatie. Men kan hierover een wille- 
keurige afspraak maken, welke neerkomt op de afspraak 
van den zin, waarin men een koppelas zal teekenen, lood- 
recht op het vlak van koppel. De afleiding van par. 3 
nam aan, dat die zin zoodanig is, dat voortgang op de 
as en draaiing van den koppelarm in den zin, die door 
de pijlen, welke de krachten voorstellen, wordt aangegeven, 
bij elkaar passen als in een rechtsche schroefbeweging. 
Het is duidelijk, dat, wanneer we de tegenovergestelde 
afspraak hadden gemaakt, de coördinaten van het voet- 
punt van de loodlijn uit O op een schroef neergelaten, 
tegengestelde waarden zouden aannemen en dat het dan 
verkregen platte schroevenvlak identiek zou zijn met de 
congruentie der dubbellijnen, ieder van het spoeddefect 
der cilindroide, waarvan ze dubbellijn is, als spoed voor- 
zien. Om nu echter de moeilijkheid te ontgaan, dat bij 
ieder plat schroevenvlak zou moeten worden aangegeven, 
welke van de twee bovengenoemde afspraken gemaakt is, 
kan men den volgenden weg inslaan. De teekenomkeering 
van de voetpuntscoordinaten door loodlijnen uit O kan 
ook worden bereikt door de optredende translaties van 
teeken om te keeren en dit verkrijgt men, door de funda- 
mentaalschroeven te voorzien van spoedbedragen — /?j, 
— P2, — /?3 Van het bovengenoemde alternatief is nu 
eens en vooral het lid, dat een rechtsche schroef gebruikt, 
gekozen. De schroeven van het nu verkregen platte schroe- 
venvlak vallen dus samen met de dubbellijnen der cilin- 
droides van het oorspronkelijke. Echter dragen deze 
schroeven den spoed — \Picfi -}- p^ -\- p^y^) d.i. de tegen- 
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gestelde waarde van het spoeddefect. Vragen we nu naar 
het verband van de twee platte schroevenvlakken, dan is 
op te merken, dat een willekeurige schroef van het eene 
vlak tot een regelschaar hoort van schroeven van dat 
vlak met denzelfden spoed, en dat de complementaire 
regelschaar bestaat uit schroeven van het andere vlak 
met tegengestelden spoed. Daar echter snijdende schroeven 
van tegengestelden spoed reciprocaal zijn, is een wille- 
keurige schroef van het eene vlak o.a. reciprocaal met 
drie niet cocilindroidale en dus met alle schroeven van 
het andere vlak. 

Zoo is dus uit het platte schroevenvlak het reciprocale 
afgeleid. Ze ontstaan uit elkaar door spiegeling aan O 
met omkeering van het teeken van den spoed der ge- 
spiegelde schroef. Ieder punt in Voo is dus op twee wijzen 
op te vatten nl. als scliroefpunt voor ieder der twee 
reciprocale schroevenvlakken. De vergelijkingen voor de 
schroef met gegeven schroefpunt en de formule voor den 
spoed van die schroef, die voor één dezer vlakken gelden, 
gaan over in die voor het andere, door alle spoedbedragen 
van teeken om te keeren. Bij iedere schroevenrechte van 
een schroevenvlak hoort als dubbellijn de normale schroef 
van het reciprocale vlak. Hieruit volgt onmiddellijk: 

De dubbellijnen van een bundel cilindroides vormen 
een cilindroide, waarvan de topschroef van den bundel 
dubbellijn is. 

Bij ieder van twee reciprocale schroevenvlakken hoort 
een oppervlak van Steiner, als meetkundige plaats van 
de voetpunten van loodlijnen uit O op de schroeven van 
het vlak. De vergelijkingen van die twee oppervlakken 
zijn samen te vatten tot: 

{P2 — Pi){P'6 — P2)iPi — pè ^y^ = 0. 

Ze ontstaan uit elkaar door spiegelen aan O. 

Een schroef van het platte schroevenvlak snijdt in ieder 
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van zijn punten, behalve een schroef van tegengestelden 
spoed van de complementaire regelschaar van haar spoed- 
oppervlak, twee schroeven van het reciprocale platte 
schroevenvlak, die beschrijvende lijnen zijn van een cilin- 
droide, waarvoor zij zelf dubbellijn is. Ze snijdt ze dus 
loodrecht. Fixeeren we een bepaald spoedoppervlak van 
het reciprocale vlak, dan snijdt dus iedere willekeurige 
schroef van het schroevenvlak de twee beschrijvenden 
van dat oppervlak, die ze treft, onder rechte hoeken, 
terwijl voor die schroeven, die op dat oppervlak zelf 
liggen, altijd twee beschrijvenden van de complementaire 
schaar zijn aan te geven, die ze loodrecht snijdt. Hieruit 
volgt de bekende voortbrenging van een plat schroeven- 
vlak als congruentie van de gemeenschappelijke loodlijnen 
van alle beschrijvenden van een regelschaar. 
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Bijzondere gevallen van het platte schroevenvlak. 

Par. 21. Inleiding. 

We hebben in par. 2 den opbouw van het platte schroe. 
venvlak uit drie fundamentaalschroeven gemotiveerd, door 
er op te wijzen, dat ieder van de beide relaties tusschen 
twee schroeven van reciprociteit en loodrechte stand, in 
de vijfdimensionale projectieve ruimte, waarvan de schroe- 
ven eener driedimensionale Euclidische ruimte punten zijn, 
een relatie van polairgeconjugeerdeligging wordt ten opzichte 
van een quadratische variëteit. Het meest algemeene geval, 
dat denkbaar is, zal dan daarin bestaan, dat het te onder- 
zoeken platte schroevenvlak deze beide variëteiten snijdt 
volgens niet ontaarde kegelsneden en dat die beide kegel- 
sneden zoo algemeen mogelijk ter opzichten van elkaar 
gelegen zijn, zoodat ze één gemeenschappelijken pooldrie- 
hoek bezitten. Dit geval is in de voorafgaande hoofdstukken 
behandeld. 

De vraag naar speciale gevallen van het platte schroeven- 
vlak eischt nu een onderzoek naar de verschillende moge- 
lijkheden, die kunnen optreden bij de doorsnijding van 
twee quadratische vierdimensionale variëteiten (voortaan 
door R42 en 84^ aan te duiden) in een platte vijfdimensi- 
onale ruimte (R5) met een plat vlak. Daarvoor is het 
noodig, het verband van die twee variëteiten te ondezoeken 
en aan te geven, hoe de opgemerkte projectieve eigen- 
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schappen in de taal der schroevenmeetkunde van R3 
worden overgebracht. 

Vooraf moge hier echter een, van de door Ball gegevene 
afwijkende, afleiding plaats vinden van de vergelijkingen van 
een schroef, wanneer gegeven zijn de zes coördinaten op 
een canonisch coreciprocaal fundamentaalsysteem, om aan 
de hand daarvan een bezwaar toe te lichten tegen de behande- 
ling, die Ball geeft van de schroeven van oneindigen spoed. 
Deze afleiding verloopt geheel analoog aan die van par. 3 
en volgt hier dus zonder commentaar, onder verwijzing 
naar ginds voor notatie en motiveering. 

De spoedbedragen van de fundamentaalschroeven op 
X-, Y- en Z-as zijn resp. ±Pi\ "^ P2\ ^-Ps- 

Schroefcoordinaten a^ . . . qq. 

Krachten langs de coordinaatassen : (a^ -(- 02)!, (03 -f- 04)!, 

(«5 4- «6)1- 
Koppelmomenten, componenten van M: Pi{ai — 02)!, 

/^2(«3 — «4)1» /^3(«5 ~ «e)!- 

Voor den hoek tusschen I en M: 

cn^ ^ _ pM^ - «2^) + P2{^3^ - «4^) + /^8(«ó2 - a^) 
cos (p HZ 



VPiK^I - «2)^ + Mas - «4)2 + /^3-(«5 - «6)2 = W 
' («1 + «2)2 + («3 + «4)2 + («5 + «3)' = 1 • 

M = IW. 
Cosinussen van de richting loodrecht op I en M: 

PsJf^S + «4)(«5 — «o) — i^2(«3 — «4 )(« 5 + «ö) 

W sin (p 

met twee andere, die hieruit door cyclische omwisseling 
ontstaan. 

Ten slotte worden de vergelijkingen van de schroef in 
parametervoorstelling : 

■^ = («1 + «2)^ + fi^3(«3 + «4X05 — Oó)— /^2(«3 — «4)(«5 + «e)] I 

J' = («3 + «4)^ + [ A(«5 + «6)(«1 — «2) — /^3(«5 — «6)(«1 + «2)1 [ (1) 
^ = («5 + «e)^ + [/^2(ai + «2)(«3 — «4) — A(«1 — «2)(a3 + «4)] . 
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terwijl de spoed bebraagt: 

p = p,(a,^ - a22) + p^{a^^ - a,^) + p^{a,^ - a^^) 

Door eliminatie van t volgen hieruit de bij Ball gegeven 
vergelijkingen, i) 

Door een berekening geheel analoog aan die in par. 4, 
vindt men voor .de lijncoordinaten : 

Pl2 = P^{^b — «6^ — P(<^b + «o) 
P2Si = Pii<^i — «2) — Pi'^i + «2) 

P^\ = /'2(«3 — «4) — P((l'6 + «4) 

Pu — —i^i + «2) 

/^24 = — («3 + «4) 
/^34 = — («5 + «6) 

De richtingscosinussen van de schroef zijn oj -f og, 

«3 + «4» «5 + «6- 

Wanneer ontstaat nu een schroef van oneindig grooten 
spoed, d. w. z. een schroef, die als krachtstelsel alleen een 
koppelmoment draagt, geen kracht? Blijkbaar niet, zoolang 
de drie krachten langs de assen een resultante I hebben, 
die niet nul is: immers de resulteerende schroef draagt 
een kracht, die zoowel grootte als richting van I heeft 
behouden. Voor het verkrijgen van een spoed van oneindig 
grooten spoed moeten dus de drie krachtcomponenten 
verdwijnen. Dit is althans voldoende. Men vindt dus als 
voorwaarde : 

«1 + «2 = O» «3 + «4 = O» «5 + «6 = 0. 

Ball bereikt ditzelfde resultaat in par. 44, door op te 
merken, dat een krachtstelsel (wrench) van de eenheid 
van intensiteit op een schroef van oneindig grooten spoed 
als componenten op een of meer der fundamentaalschroeven 
krachtstelsels van oneindige intensiteit moet hebben. Dit 
lijkt nu echter, in verband met de beteekenis, die ook hij 



1) Ball, t. a. p. blz. 39. 
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aan het woord „intensiteit'' hecht, (par. 7) onjuist. In de 
eerste plaats is het oneigenlijk, om oneindig groote inten- 
siteiten in te voeren, omdat de intensiteiten als homogene 
coördinaten optreden en dus altijd alle eindig gemaakt 
kunnen worden worden. Maar in de tweede plaats zou, 
zooals boven gebleken is, een oneindige intensiteit op een 
der fundamentaalschroeven noodzakelijk de intensiteit van 
het resulteerende krachtstelsel oneindig groot maken, zoo- 
dat men nooit tot een oneindig grooten spoed kan komen. 
Men onderstelt n.1. de spoedbedragen der fundamentaal- 
schroeven eindig. Thans rest nog de vraag, of de afge- 
leide voorwaarden voor een schroef van oneindig grooten 
spoed (die we voortaan met hetzelfde voorbehoud als 
vroeger ten aanzien van het woord „rotatie'' is gemaakt, 
als „translatie'' zullen aanduiden) noodig zijn. Dit is blijk- 
baar niet het geval. De uitdrukking voor den spoed van 
een schroef [aj . . . a^], waarvan de coördinaten nog niet 
gedwongen zijn te voldoen aan de betrekking: 

(«1 + «2^ + («3 -h «4)2 + («5 + «6)2 = 1 

is 

^ ^ Px W- - «2^) + i^2(«32 - «4^) + PzW - V) 
^ («1 + «2)2 + («3 + «4)- + («5 + «6)2 

«1 + «2» «3 + «4» «5 + «6» ^y^^ d^ richtingscoefficienten 
van de schroef. Wanneer deze nu voldoen aan de betrekking 

(«1 + «2)2 + («3 + «4)2 + («5 + «6)2 = O 

o; w. z. wanneer de schroef isotroop is, zonder dat de 
teller ook verdwijnt, vinden we een oneindig grooten 
spoed. Verdwijnt ook de teller, dan is de spoed onbe- 
paald. Het is echter duidelijk, dat de aldus verkregen 
isotrope translaties een geheel andere rol in de schroeven- 
ruimte spelen dan de translaties, die door de voorwaarden 

«1 + «2 = O «3 + «4 = O «5 + «6 = O 
zijn bepaald, en die we als reëele translaties zullen aan- 
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duiden. Inderdaad: een schroevenruirate van één of meer 
afmetingen bevat in het algemeen, zooals in par. 22 nog 
nader zal blijken, isotrope translaties. Het bezitten van 
reëele translaties echter is voor schroeven ruimten van 
minder dan drie afmetingen een bijzonderheid. We zullen 
ons dus verder tot reëele translaties bepalen. 

Par. 22. iHet platte translatievlak. 

In R5 hebben we: 

R42 - A(«l2 - «2') + /^2(«3' - «4') + i^3(«52 - «e') = O 

meetkundige plaats der rotaties, variëteit van incidentie 
voor de correlatie van reciprocale schroevenruimtes. 

Bovendien S42 - («i + a^Y^ + (03 + 0^)2 + (a^ + oq)^ = 0. 

Polair geconjugeerde ligging ten opzichte van deze 
variëteit beteekent loodrechte stand der voorgestelde schroe- 
ven, behalve wanneer voor een punt geldt: a^ -|- ag = O, 
ag -|- 04 = O, 05 + «6 == O- öij onderzoek blijkt de discri- 
minant van R42 niet te verdwijnen, terwijl die van S42 den 
rang 3 heeft. R42 is dus een algemeene quadratische 
variëteit, S42 een quadratische kegel van de orde 5 — 3 + 1 = 3. 
Deze kegel heeft dus een tweedimensionale platte toppen- 
ruimte, die we het topvlak zullen noemen. De vergelijkingen 
hiervan zijn 

«1 + «2 = O, a^ + 04 = O, a5 + ae = 0. 

De punten van dit topvlak zijn nu blijkbaar de reëele 
translaties. 

Wanneer we in de vergelijking van R42 substitueeren 

«1 = — «2» «3 = — «4» «5 = — «6 

wordt deze voldaan. Het topvlak van S42 is dus beschrij- 
vend vlak van R42- De vraag rijst, wat voor beteekenis 
hieraan te hechten is. Hoe kunnen we een translatie als 
rotatie opvatten? Blijkbaar aldus: voor een translatie wor- 
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den de vergelijkingen (2) van par. 21 , wanneer we p niet 
langer als oneindig opvatten: 

P\i ~ 2iï^3a5,;?23 -" 2;?iai,;?3i = 2;?2«3./^i4 —P2^~Pu = ^' 
Dit stelt voor een lijn in Voo en wel de pooUijn van 
het punt [/?iai, /?2«3» /^3«5] ^^" opzichte van de isotrope 
kegelsnede i). Echter heeft de, door de gegeven coördina- 
ten bepaalde, translatie de richtingscoefficenten Px(a^ — a^^ 
/^2(«3 — «4). P\i^h — «e) dw.z. /?iai, ;?2«3. /^3«5» waaruit het 
meetkundig evidente resultaat volgt, dat een translatie op 
te vatten is als rotatie om de vlakstelling, die loodrecht 
staat op de translatierichting. 

Punten van 84^, die niet in het topvlak Hggen, stellen 
isotrope translaties voor, wanneer ze niet tevens op R42 
liggen. Doen ze dit wel, dan liggen ze op alle variëteiten : 

P\W — «2-) + P2{^i — «4^) + Pz{^^ — V) — 

i^lK + «2)^ + («3 + «4)2 + («5 + «6)2] = O 

d.w.z. de meetkundige plaatsen der schroeven met spoed 
p. Ze stellen dan isotrope schroeven van onbepaalden 
spoed voor. 

Het platte translatievlak speelt een singuliere rol, doordat 
het topvlak is van 84^. Terwijl verder voor ieder punt 
[a^ . . . ogl buiten dit topvlak de correspondeerende schroef 
de richtingscofficienten [a^ + 02, a^ + «4» «5 + «el heeft, 
zijn voor een punt [a^, — a^, 02, — 02, 03 — 03] van het top- 
vlak de richtingscoefficienten der voorgestelde translatie 

\P\^\> /^2«3» i^3«5l- 

Een schroevenrechte snijdt in het algemeen 84^ in twee 
isotrope translaties. Het is een bijzonderheid, wanneer ze 
het topvlak in één punt ontmoet of er geheel in ligt. In 



*) De verbindingslijn van twee punten in Voo [^ïi^2^3^I ^^ [^i^2^3^1 
heeft lijncoord. p^i = ö^A — ^^2^1. P-A = ^2^3 — ^A. Ai = hK — ^1^3. 
/i4=^.24 = /34 = 0- De pool van de lijn ten opzichte van de isotrope 
kegelsnede heeft coördinaten 
61 = ^A — «a^t» = As. Ö2 = ^3^1 — ^\h = Al. 03 = ^1^2 — ^A = A2- 
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deze beide gevallen heeft ze geen isotrope translaties; in 
het eerste geval bezit ze één reëele translatie, in het 
tweede bestaat ze geheel uit reëele translaties. Eveneens 
is het een bijzonderheid, wanneer er een teotrope schroef 
van onbepaalden spoed op ligt, omdat ze dan door een 
punt van de snijvarieteit van R42 en S42 moet gaan. 

Een plat schroevenvlak bezit eveeens in het algemeen 
isotrope translaties, maar tevens isotrope schroeven van 
onbepaalden spoed. Ontmoet het gegeven vlak het top- 
vlak in een punt of een rechte lijn, dan komen er boven- 
dien reéele translaties in voor; valt het met het top vlak 
samen, dan heeft het niets dan reëele translaties. 

Voor ruimtes van drie of meer af metingen* is het voor- 
komen van isotrope translaties, isotrope schroeven van 
onbepaalden spoed en minstens één reëele translatie 
noodzakelijk. 

Par. 23. De collineaire schroevenrechte. 

Voor we tot de opsomming van de bijzondere gevallen 
van het platte schroevenvlak overgaan, moeten we nog 
nagaan, hoe zich in R5 die bijzondere schroevenrechten 
voordoen, die onstaan door aan een lijn in R5 alle moge- 
lijke spoedbedragen te hechten, m.a.w. de \erzamelingen 
van schroeven op dezelfde lijn, welke we collineaire 
schroevenrechten zullen noemen. Zulk een rechte bevat 
noodzakelijk één translatie en één rotatie. Gaan we dus 
uit van een translatie [a^ — a^ 6, — ó^ r, — c]y dan is daarbij 
te zoeken een evenwijdige rotatie, d.w.z een rotatie, 
waarvoor 

^K + «2) — i^i^; ^(«3 + «4) = P2^\ Qi^ö + «e) = Ps^' 
Q elimineerend vinden we de lineare vergelijkingen: 

(«1 + «2)/^2^ = («3 + «J/^l^ l 
(«1 -f «2)/^3^ = («5 + «eVi^ f 

die een R3 voorstellen. Deze R3 bevat het vlak a^ + 02 = O, 
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a^ 4- 04 =r O, 05 + «6 ^^ O, dat een beschrijvend vlak is 
van R42. De doorsnede van de R3 met de R42 is dus een 
Rg^, die gedegenereerd is in twee platte vlakken, die 
elkaar in een lijn snijden. Het eene vlak is het platte 
translatie vlak zelf, het andere is de meetkundige plaats 
van de rotaties, die evenwijdig zijn aan de door het ge- 
kozen punt bepaalde translatierichting. Alle punten van 
dit vlak, verbonden met het gegeven punt in het platte 
translatie vlak, bepalen coUineaire schroevenrechten. 

Daar de twee platte vlakken elkaar in een lijn snijden, 
hooren ze op R42 tot verschillende systemen. Inderdaad: 
het platte translatievlak is de afbeelding van het vlakke 
lijnenveld in Voo van de Euclidische R3, waarin we de 
schroeven bestudeeren; het gevonden platte rotatievlak 
stelt de schoof van rotaties voor, die evenwijdig zijn aan 
de gegeven translatie. Deze schoof heeft met het vlakke 
veld Voo den bundel gemeen, die de lijn in Voo , welke 
de gegeven translatie voorstelt, projecteert uit den top 
van de rotatieschoof. Deze bundel beeldt zich af als de 
snijlijn van de twee beeldvlakken van vlakke veld en 
schoof. Deze snijlijn gaat niet door het gekozen uitgangs- 
punt in het platte translatievlak, omdat de lijn in Voo , die 
de translatie voorstelt, niet incident is met haar pool ten 
opzichte van de isotrope kromme. Alleen dan zou dit 
geschieden, wanneer die oneindig verre rechte raakte aan 
de isotrope kromme. We komen dan echter weer op de 
isotrope translaties, die we buiten beschouwing laten. De 
berekening bevestigt dit: wanneer we uitgaan van de 
translatie [a^ — «, 6^ — 6^ r, — c] ligt de door dit punt be- 
paalde R3: 

(«1 + «2) • («3 + «4) • («5 + «e) = Pi^ • P2^ • Ps^ 
niet in de raakruimte van dat punt aan de R42: 

PM(^i + «2) + P2^i<^3 + «4) + Ps^ia^ 4- a,i) 1= O 
tenzij (piay^ f ip^^y^ + (Ps^)^ = d.w. z, tenzij de gekozen 
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translatie isotroop is. Is dit dus niet het geval, dan snijdt 
de raak-R4 de bedoelde R3 in het platte translatievlak en 
de restdoorsnijding (het platte rotatievlak) in haar door- 
snede met het eerste vlak. Ging echter die snijlijn door 
de gegeven translatie, dan moest dit platte rotatievlak 
ook geheel in de raakruimte liggen. 

Met behulp van de coUineaire schroevenrechten is het 
nu mogelijk, duidelijker de beteekenis aan te geven van 
de verg. (2) in par. 21 ; de bedoeling hiervan was uit de 
schroefcoordinaten ten opzichte van een canonisch core- 
ciprocaal fundamentaalsysteem de Plückersche lijncoordi- 
naten van den drager i) ten opzichte van het geassocieerde 
Cartesiaansche assenstelsel te berekenen. Nu is een lijn 
te identificeeren met de rotatie, die ze draagt. De variteit 
R42 is niet anders dan de fundamentaalvarieteit van de 
lijnenmeetkunde, geschreven in schroefcoordinaten. Inder- 
daad: Stelt men /? = O in de vergelijkingen (2) dan gaat 
de vergelijking van de fundamentaalvarieteit 

A2/^34 + PviP^l + PUP%^ — o 

door de substitutie (2) over in 

R42 ^ p^{a^^ - «^2) 4 p^(ai - ai^) -f p^,{a^^ - a^) = 0. 

-We kunnen dus ook zeggen, dat de vergelijkingen (2) bij 
een gegeven schroef [oj . . . a^] de rotatie bepalen, die er 
collineair mee is en wel uitgedrukt in Plückersche lijn- 
coordinaten inplaats van in schroefcoordinaten. Het is nu 
ook gemakkelijk, de schroefcoordinaten [©i . . . ©o] van de 
rotatie aan te geven, de collineair is met een gegeven 
schroef [ai.,,aQ], Immers dan moet gelden: 

Ps{(^5 — «e) —Pai^ö +• «0) = Psi^ö — Öe) 
«5 -^ «6 = 6>5 + Oq 



*) Onder den drager van een schroef verstaan we de rechte, die 
voorzien van een spoed tot die schroef wordt. 
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met nog twee analoge paren. Uit deze vergelijkingen zijn 
de coördinaten O op te lossen. Men vindt: 

öi = ai — 0- (ai + a.2) 

met analoge vergelijkingen voor ©3 . . . ©^ i) 

Uit deze vergelijkingen blijkt, dat een algemeen plat 
schroevenvlak geen coUineaire schroevenrechten kan be- 
zitten. We kunnen nl. als voorbeeld hiervoor nemen: 
02 = 04 nz oq = 0. Men ziet dan, dat voor een schroef van 
dit vlak 02» Ö4' ^o "i^t verdwijnen en dat dus de coUi- 
neaire rotatie niet ook in dat vlak ligt. De stelling volgt 
trouwens ook al hieruit, dat het bezit van een coUineaire 
schroevenréchte het bezit van een reëele translatie in zich 
sluit, wat voor een plat schroevenvlak een bijzonderheid is. 

Par. 24. Oplossing van een moeilijkheid in par. 5. 

We zijn nu in staat, de moeilijkheid in par. 5 op te 
lossen, waarvoor naar dit hoofdstuk verwezen was. We 
merken n.1. op, dat hoewel een schroef ondubbelzinnig de 
coUineaire rotatie bepaalt, het omgekeerde niet het geval 
is. Bij een rotatie hoort een geheele coUineaire schroeven- 
réchte, waarop eerst door het geven van een spoed een 
schroef wordt gesignaleerd. Wanneer dus de doorsnede 
van twee schroevenruimtes moet worden bepaald, en men 
heeft op R4^ de beide variëteiten van de dragers der schroe- 
ven dier ruimtes aangewezen, dan wijst een gemeenschap- 
pelijk punt van deze variëteiten niet noodzakelijk een gemeen- 
schappelijke schroef aan van de twee gegeven ruimtes. 
Het is evenzeer mogelijk, dat die twee ruimtes langs de 



^) Deze vergelijkingen volgen uit die van Ball, t. a. p. par. 47 

VOOr;;^ = 0. 
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door dat punt voorgestelde rechte schroeven van ver- 
schillenden spoed hebben. 

In par. 4 hebben we nu tusschen de lijncoordinaten van 
de schroeven van het platte schroevenvlak het bestaan 
van de betrekkingen (2) van par. 4 opgemerkt. De dragers 
van alle schroeven van het platte schroevenvlak moeten 
dus aan (2) voldoen, maar omgekeerd is het geenszins 
waar, dat een schroef, waarvan de drager aan (2) vol- 
doet, noodzakelijk tot het platte schroevenvlak hoort. Om 
nu na te gaan, welke verzameling van schroeven in de 
volledige schroeven ruimte dragers bezit, die aan (2) vol- 
doen, schrijven we deze vergelijkingen met behulp van 
de transformatieformules (2) van par. 21 in schroefcoor- 
dinaten. 

We krijgen dan voor de eerste vergelijking: 

P'Mb — «oXas + «4) —Pi^6 + a6)(a3 + «4) — 

Pi{<^^ — a4)(a5 + «e) + ^«3 "^ ^a)(^s + «o) + 

{P2 — Ps){<^6 + «6)(«3 i- 04) = o 

of 

i^3(a3 + «4)«6 = P2(<^5 + ati)a4. 
En zoo voor de beide andere vergelijkingen 

Pl(^5 + «c>)«2 = Pni^i + «2)«6 
P2{ai 4- 02)04 =z p^{a^ + 04)02- 

Aan de eerste vergelijking voldoen de schroevenruimtes : 

«4 = 0-1 «4 = -| a^ = 1 03 + 04 = 0-1 
Qq = o J 03 + 04 =r O J 05 + 06 = O J 05+06 = O J 

Aan de tweede: 

Oe=::0-| 06 = -1 02 = -| 05 + 06 = 0-1 

O2 = Oj «5 + «6 = O J 0^+02 = O J Oi + O2 = O J 

Aan de derde: 

02 = O"] 02 = O "1 04 = O "1 oi + 02 = On 

04 =: Oj Oi + 02 = Oj 03 + 04 = Oj 03 + 04 r= O J 
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De schroeven, waarvan de dragers aan alle drie ver- 
gelijkingen voldoen, liggen dus in een der twee platte 
vlakken : 



«2 = 
04 — 

06 = 



aj 4- 02 = O ^ of op een der drie 
> of 03 + 04 = O i coUineaire schroe- 
05 4- 0(3 zn O J venrechten : 

!ai = a2 = as = a^ = 
«3 = «4 = «5 = «6 = O 
«5 = «6 = «1 = «2 = O 



Het eerste platte vlak is bepaald door drie schroeven 
langs de coordinaatassen met spoedbedragen resp. /?i, 
/?2, Ps' Dit is dus het verlangde platte vlak. 

Het tweede is het platte translatievlak. De punten hier- 
van zijn op te vatten als schroeven in Voo . Deze vonden 
we dan ook in par. 5 uit de vergelijkingen (2) van par. 4. 
Hier blijkt nu, dat we ze terecht niet hebben opgenomen 
in het platte schroevenvlak. Tevens blijkt nu nog nader 
de oorzaak van het verschijnsel in par. 4, dat ten deele 
al is opgehelderd in par. 4, noot 2, n.1. dat de lijn, die 
het punt [uj ^, r, 1] verbindt met [a^ 6, O, 0] wel voldoet 
aan de twee eerste complexvergelijkingen, maar niet aan 
de derde. Voor die lijn is /?i2 = O, p^^ z=i O, dus wegens 
de vergelijkingen (2) van par. 21 : 

«5 = 0, «6 = 0. 

Boven blijkt nu, daf een schroef, waarvan de coördinaten 
aan deze betrekkingen voldoen, in het algemeen niet aan 
de derde vergelijking voldoet. 

Par. 25. Opsomming van de mogelijkheden in R5. 

We beperken ons tot reëele platte vlakken. Als eerste 
kenmerk van classificatie kan dienen het gedrag van het 
gegeven platte vlak P ten opzichte van het platte trans- 
latievlak T. Dit geeft vier hoofdafdeelingen. 
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I. P kruist T. 

IL P snijdt T in een punt. 

IIL P snijdt T in een rechte. 

IV. P valt met T samen. 

Deze gevallen kunnen als volgt worden onderverdeeld: 

I. Algemeen kenmerk: P snijdt 84^ volgens een niet 
ontaarde kegelsnede. 

a. P snijdt R42 volgens een niet ontaarde kegelsnede. 

1. De doorsneden van P met R42 en 84^ snijden 
elkaar in vier verschillende punten. 

2. Ze raken elkaar dubbel. 

3. Ze vallen samen. 

p. P snijdt K42 volgens een ontaarde kegelsnede. 

1 . De doorsnede met R42 is ontaard in twee lijnen, 
die de doorsnede met 84^ in vier verschillende 
punten snijden. 

2. Hetzelfde, maar nu beide de doorsnede met 
84^ rakend. 

3. De doorsnede met R42 bestaat uit twee samen- 
vallende lijnen. 

y. P is een beschrijvend vlak van R42. P en T moeten 
van verschillend systeem zijn, omdat ze elkaar 
moeten kruisen. 

II. Algemeen kenmerk: P snijdt 84^ volgens een ont- 
aarde kegelsnede. 

Het snijpunt X van P en T bepaalt een R3 als meet- 
kundige plaats van coUineaire schroevenrechten door dat 
punt. Noem deze E3. Men heeft nu twee middelen van 
onderscheiding; ten eerste door het gedrag van P ten 
opzichte van E3: 

A. P snijdt E3 in één punt (X) 

B. P snijdt E3 in een lijn (door X) 
ten tweede als boven: 

a. P snijdt R4^ volgens een niet-ontaarde kegelsnede. 



Digitized by 



Google 



85 



/?. P snijdt R42 volgens een ontaarde kegelsnede. 

1 . De top van deze kegelsnede valt niet samen met X. 

2. De top valt samen met X. 

a. De lijnenparen van R42 en S42 liggen wille- 
keurig ten opzichte van elkaar. 

b. Ze scheiden elkaar harmonisch. 

c. De doorsnede met R42 is een dubbel- 
tellende lijn. 

d. De twee lijnenparen vallen samen. 

y. P is een beschrijvend vlak van R42 van hetzelfde 
systeem als T. 

Mogelijke combinaties zijn: Aa, A/^, Ay, Ba, B/?l; B/?2 
en By blijken onmogelijk. 

III. Algemeen kenmerk: P snijdt 84^ in de dubbeltel- 
lende snijHjn / met T. 

A. P snijdt ieder exemplaar van den bundel van ruim- 
ten E3, door punten van / bepaald, volgens /. 

B. P ligt in één van die ruimten Eg. 
Bovendien : 

a. P snijdt R42 in een ontaarde kegelsnede. 

1. Deze bestaat uit / en een andere lijn. 

2. Ze bestaat uit /, dubbel geteld. 

p, P is een beschrijvend vlak van R42. P en T moeten 
nu weer van verschillend systeem zijn, om elkaar in een 
lijn te kunnen snijden. 

Mogelijke combinaties zijn: Aa, A/S, Bal. 

IV. Geen onderverdeeling. 

Opmerkingen, 

ad Ia. Andere gevallen van ligging van de twee kegel- 
sneden ten opzichte van elkaar kunnen niet voorkomen, 
omdat de beide vergelijkingen reëele coëfficiënten hebben, 
terwijl de snijpunten nooit reëel mogen zijn, omdat de 
doorsnede met S42 zeker geheel imaginair is. 

ad II. De doorsnede met 84^ bestaat uit twee toege- 
voegd imaginaire lijnen, die dus niet kunnen samenvallen. 



Digitized by 



Google 



86 



ad II. Een geval C: P ligt geheel in E3, is onmogelijk, 
omdat E3 T bevat en P dan dus T volgens een lijn zou 
snijden. 

ad Illa Het geval van een niet ontaarde kegelsnede is 
onmogelijk, omdat P al een lijn / van R42 bevat. 

Par. 26. Beschnjviiig van de mogelijke gevallen. 

lal. De twee doorsneden met R42 en 84^ (verder aan 
te duiden als rotatie- en translatiekrom me) hebben één 
gemeenschappelijken pooldriehoek. Dit geval is in de eerste 
drie hoofdstukken behandeld. 

F.S. 1) Drie schroeven van ongelijken spoed. 

Ia2. Bijzonder geval van lal, daaruit ontstaande b.v. 
voor /?! = /^o. Er zijn oo^ gemeenschappelijke pooldriehoe- 
ken, die de pool van de raakkoorde als hoekpunt gemeen 
hebben, en waarvan de andere hoekpunten puntenparen 
van een elliptische involutie op de raakkoorde vormen, 
;vaarvan de twee raakpunten der krommen dubbelpunten 
zijn. De opbouw kan dus geschieden uit een schroef met 
spoed /?3 langs OZ en een paar onderling loodrechte 
schroeven uit den bundel van schroeven met spoed p^ in 
XOY met O tot top. De heele congruentie draagt een 
rotatorisch karakter tengevolge van de dubbele raking 
van rotatie- en translatiekromme, welke laatste als isotrope 
kromme fungeert. De congruentie is invariant voor wen- 
teling om de Z-as. Alle spoedoppervlakken worden om- 
wentelingsoppervlakken. De parametervoorstelling van het 
schroevenvlak wordt: 

x — at + Py{p^ —p^) 
y — pt+ya{p^—p^^) 
z z= yt. 

Uit deze vergelijkingen volgt, dat de voetpunten der 



1) Als afkorting voor „fundamentaalschroeven" te gebruiken. 
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loodlijnen uit O op de schroeven neergelaten alle in het 
vlak XOY liggen en dat dus de bundel met top O in 
XOY meetkundige plaats is van alle gemeenschappelijke 
loodlijnen van schroeven van het vlak en de Z-as. De 
cilindroide a^zzzO, die voor Px^p^ de vergelijking had: 

z{x'^ + J-) — {p<i —P^xy = O 

ontaardt in het vlak -sr = O en het vlakkenpaar x^ -^^y'^ =.0. 
-sr = O is het vlak van den bundel der schroeven met 
spoed p. Het optreden van het andere degeneratieproduct 
wordt als volgt verklaard. Het algemeene platte schroe- 
venvlak bevat vier bundels isotrope schroeven van onbe- 
paalden spoed, waarvan de toppen liggen in de snijpunten 
van rotatiekromme en isotrope kromme. Die snijpunten 
zijn hier twee aan twee samengevallen, terwijl de vier 
vlakken, waarvan de vergelijkingen in par. 5 zijn mede- 
gedeeld, zich door de aanname pi = p2 tot het vlakken- 
paar x^ -\-y^-=iO herleiden. 

Veld- en schoof graad der congruentie jblijven resp. twee 
en drie. O wordt een singulier punt; XOY een singulier 
vlak; de punten van de Z-as hebben als eene schroef van 
hun drietal OZ met spoed p>^ zelf, terwijl de beide andere 
twee toegevoegd imaginaire schroeven zijn, ieder in één 
der vlakken van x'^ -\-y'^^=i 0. Voor een willekeurig punt 
van OX is één schroef de verbindingslijn met O met spoed 
Pi, Verder gaan er door het punt twee spoedoppervlakken. 
Snijdt men nl. de familie der spoedoppervlakken (zie 
par. 6, 2), voor Pi—p<i\ 

(p -p,){x^ + j2) + (p-p^^z^ + (;; -p^np -P^) = 

met het vlak z i=zO^ dan krijgt men de concentrische cir- 
kels, keelcirkels van de spoedoppervlakken: 

x''+y^ + {p-Pi){p-p^) = o. 

Bij een gegeven punt [x^y^ hooren twee waarden p. 
Er gaan dus door den cirkel, dien dat punt bepaalt, twee 



Digitized by 



Google 



88 



spoedoppervlakken, op ieder waarvan één schroef van 
het platte schroeven vlak door het punt gaat. (De twee 
andere beschrijvenden door het punt, voorzien van den 
tegengestelden spoed, zijn schroeven van het reciprocale 
schroevenvlak, dat ook rotatorisch is). De som van de 
wortels van de gebruikte vierkantsvergelijking voor p is 
Pi + Pz' ïï^ XOY gaat nog door het punt de schroef van 
O met spoed p^, Zooals behoort, is de som der spoed- 
bedragen 2p^ + p^, , 

Twee spoedoppervlakken door eenzelfden cirkel van 
XOY raken elkaar langs dien cirkel. Alle spoedéppervlakken 
raken aan het vlakkenpaar x"^ -\- y-:=. 0. (In het geval lal 
raken ze aan de vier vlakken, die schroevenbundels van 
onbepaalden spoed dragen). 

De transformatie ïn Voo , die aan een schroef de gecon- 
jugeerde principaalschroef toevoegt, wordt hier een toe- 
voeging van een punt aan het, ten opzichte van rotatie- 
of isotrope kromme polair geconjugeerde, punt van de 
raakkoorde. Immers aan [aj, 03, 03] wordt toegevoegd het 
snijpunt van 

pM\X\ + «2^2) + Pz^èH — O 
en ^\X\ + «2^2 'V ^^3-^3 ^^ ^ 
d.i. het punt [ag, — a^, 0]. Bij een willekeurige schroef 
hoort dus als geconjugeerde principaalschroef de haar 
snijdende schroef van den bundel O in XOY. Van alle 
cilindroides ligt dus één hoofdschroef in dien bundel. 
Ieder punt van XOY is middelpunt van twee cilindroides, 
die de schroef van bundel O, waar het punt op ligt, tot 
gemeenschappelijke hoofdschroef hebben. 
F.S. Drie schroeven, waarvan twee gelijken spoed hebben. 

Ia3. Ontstaat uit lal als bijzonder geval p^ ^np^^^p-^. 
Het platte schroevenvlak bestaat uit de schoof met top O 
van schroeven van spoed /^^ = /^g = p^- De rotatiekromme 
is identiek geworden met de isotrope kromme. Er zijn oo^ 
stellen van drie fundamentaalschroeven, die zich in Voo af- 
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beelden als oo^ pooldriehoeken van de isotrope kromme. 
Die afbeelding is een gewone perspectiviteit geworden. 

Het platte schroevenvlak is in R5 beschrijvend vlak 
van de variëteit der schroeven met spoed p^z:^p2^=-p^^\ 
en wel van het andere systeem dan T, omdat het een 
schoof afbeeldt, T daarentegen een vlak veld. P kruist T. 
Inderdaad heeft de schoof O geen straal gemeen met het 
vlakke veld Voo . Het is ook direct in te zien, dat P be- 
schrijvend vlak moet zijn van één der variëteiten uit den 
bundel R42 — p^^^iL^^ wanneer P R42 en S42 volgens 
samenvallende kegelsneden snijdt. Immers keuze van één 
punt buiten de snijvarieteit van R42 en 84^ bepaalt 
een exemplaar van den bundel. Kies nu dit punt in P 
buiten de kegelsnede, waarin P R42 en S42 snijdt, dan 
heeft het aldus bepaalde bundelexemplaar meer dan een 
kegelsnede met P gemeen, zoodat het P als beschrijvend 
vlak moet bevatten, 

F.S. Drie schroeven van gelijken spoed. 

1/^1. De top van de ontaarde snijkromme met R42 is 
reëel en.Hgt dus niet op de snijkromme met S42. Dit geval 
ontstaat uit lal voor p-^ =: 0. Immers dan is de rotatie- 
kromme /^lOi- +/^2"2^ ^^ O» wanneer we dus bij lal alle 
spoedbedragen met p-^ verminderen, ontstaat I/?l . Op den 
meetkundigen bouw van het schroevenvlak heeft echter 
een gelijktijdige vermindering van alle spoedbedragen met 
eenzelfde bedrag geen invloed; alleen de spoeddistributie 
wordt er anders door. Terwijl bij lal de spoedopper- 
vlakken ontaarden voor p := p^^ p^^ p^j doen dit nu het 
rotatieoppervlak en de spoedoppervlakken voor p 1= 
Pi—Ps en p = po—p>^. 

F.S. Twee schroeven van verschillenden spoed, één rotatie. 

I/S2. Om dezelfde reden meetkundig identiek met Ia2. 
Alleen is nu de schroef op OZ een rotatie. Alle spoed- 
bedra'^en zijn p^ minder dan bij Ia2. 

F.S. Twee schroeven van gelijken spoed, één rotatie. 
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'1/^3. Als voren. Meetkundig identiek met Ia2 en daaruit 
ontstaande, door alle spoedbedragen metpi te verminderen. 
De bundel in XOY bestaat nu geheel uit rotaties. 
F.S. Twee rotaties, één schroef. 

ly. Schoof van rotaties met top O. Meetkundig identiek 
met Ia3 en daaruit ontstaande, door alle spoedbedragen 
met den spoed van het geval Ia3 te verminderen. 

F.S. Drie rotaties. 

IIA. Het vlak bevat één translatie en geen collineaire 
schroevenrechte, d.w.z. geen schroef evenwijdig aan die 
translatie. 

IIAa. De snijkromme met R4- gaat door den top X 
van de snijkromme met S|2, die uit twee toegevoegd imagi- 
naire lijnen bestaat. 

Alle schroeven, die loodrecht op een translatie [p\ — /?, 
^, — ^, r, — r] staan, voldaan aan 

P\P{<^i + «2) + P2^ («3 + «4) + Ps^ («5 + «ö) = O 

d.w.z. ze liggen in de raakruimte van R^^ voor die trans- 
latie. Dit is duidelijk: alle lijnen, die door punten van die 
raakruimte worden voorgesteld, zijn incident met de rechte 
in Voo , die door de translatie bepaald wordt en dus lood- 
recht op de translatierichting. 

De raakruimte van de translatie X aan R^- snijdt P 
volgens een raaklijn aan de doorsnede van P met R^^. 
Deze raaklijn / is dus een schroevenrechte, die een trans- 
latie bevat en verder alleen schroeven loodrecht op die 
translatie. 

De rechte / bepaalt in het gegeven vlak P een andere 
rechte w, die er harmonisch mee ligt ten opzichte van het 
lijnenpaar, waarin P S42 snijdt, en die dus ook de trans- 
latie bevat. ledere schroef van deze rechte is loodrecht op 
alle schroeven van /, maar geen schroef van m is lood- 
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recht op de translatierichting. De rechte tn is dus op te 
bouwen uit een schroef en een translatie, niet loodrecht 
op die schroef, terwijl / ontstaat uit een schroef en een 
loodrecht daarop staande translatie. De pool van m ten 
opzichte van de rotatiekromme ligt op / en stelt daar een 
schroef voor, die loodrecht is op, reciprocaal met en dus 
incident met alle schroeven van m. Kies nu als schroeven- 
drietal, waaruit we door opbouw het platte schroevenvlak 
willen voortbrengen, i) deze schroef van / langs OY, een 
van de schroeven van m langs OX en de translatie langs 
de lijn: 

^ z= O, ^ = xtgS. 

We zullen de spoedbedragen der schroeven langs ÖX 
en OY ongelijk denken en wel resp. p^ en p^» Voor den 
opbouw van de schroevenrechte /;/ ontbinden we de trans- 
latie, waarvan we het bedrag = v denken langs OX en 
en OZ. Zij de amplitude van de schroef op OX : w^ dus 
het bedrag der translatie langs OY^\p^w, Door de trans- 
latie V sin langs OZ wordt de rotatie w op OX even- 
wijdig aan zich zelf in XOY verschoven over een afstand 

y = sm 0. 

' w 

Verplaatsen w^e tevens de translatie p^w -f z^cos over dien 
afstand, dan vinden w^e daar een schroei met spoed:/?!— j^ cot 0. 
De schroevenrechte ni bestaat dus uit een evenwijdigen 
bundel van schroeven in XOY met richting OX, terwijl 
de spoed op afstand y zmt bedraagt p:=^Pi — tcoi 0. 
ledere schroef van deze rechte moet nu nog door een 
schroevenrechte worden verbonden met de schroef op OY. 
Ieder punt van OY wordt dus middelpunt van een cilin- 
droide, waarvan het middelvlak XOY is, en waarvan de 



*) Een dergelijk, den opbouw kenmerkend, schroevendrietal moge 
in het vervolg den naam van drietal elementairschroeven (afgekort 
E.S.) van het platte schroevenvlak dragen. 
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dubbellijn door het gekozen punt gaat, in YOZ ligt en O Y 
loodrecht snijdt. Alle cilindroides hebben de schroef op 
OY als hoofdschroef gemeen; de andere hoofdschroef is 
telkens exemplaar van den bovenbeschreven schroeven- 
bundel in XOY. Men kan op andere wijze het heele 
schroevenvlak verkrijgen, wanneer men bedenkt, dat de 
rechte / zelf wordt opgebouwd uit de schroef op OY en 
de translatie, die er loodrecht op staat. Deze schroeven- 
rechte bestaat dus uit een bundel schroeven, evenwijdig 
aan en met den spoed van OY in het vlak ztgS -f- ;r zn 0. 
De oneindig verre lijn van dit vlak stelt de translatie 
zelf voor. We kunnen het schroevenvlak in parametervorni 
voorstellen, door de vergelijking van een der bovenge- 
noemde cilindroides op te schrijven en daarin den afstand 
t van het middelpunt als veranderlijken parameter te be- 
schouwen. We krijgen dan, als <p de hoek is van de 

schroef met OX: 

y = t-\- xtg(p 
z z=z\p,^ — Pi -\- 1 cot 0] sin (p cos (p. 

De twee variable parameters zijn nu / en (p. 

Het geval II Aa is dus te kenmerken door: 

E.S. Twee loodrecht snijdende schroeven van verschil- 
lenden spoed en een translatie, loodrecht op één dier 
schroeven. 

Daar echter de translatie ook kan worden verschoven 
naar het punt, waar de spoed van de schroef in XOY 
gelijk wordt aan dien van den schroei langs OY, valt onder 
IIAa ook het geval: 

E.S. Twee loodrecht snijdende schroeven van gelijken 
spoed en een translatie, loodrecht op één van die schroeven. 

Daar we verder voor t =^ Pi^gO in XOY een rotatie 
krijgen, kunnen we IIAa ook bepalen door: 

E.S. Een rotatie en een loodrecht snijdende schroef met 
een translatie, loodrecht op de schroef. Men gebruikt dan 
het snijpunt van m en de rotatiekromme, dat niet trans- 
latie is, als elementairschroef. 
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IIA/^1. P snijdt R42 in een lijnenpaar (/, m) met top M. 
Het snijpunt X van P en T ligt op een van die lijnen 
b.v. /. / ligt dan in de raakruimte van X aan R42 en is 
dus de snijlijn van die raakruimte met P. / bepaalt weer 
een lijn /, die er harmonisch mee geconjugeerd is ten 
opzichte van het lijnenpaar van S42. De heele redeneering 
van IIAa is te lierhalen voor p.^ = 0. De wijze van opbouw 
is dezelfde: 

E.S. Een rotatie en een loodrecht snijdende schroef met 
een translatie, loodrecht op de rotatie. 

Daar we als bij IIAa den spoed van de schroef, die 
niet loodrecht op de translatie is, nul kunnen maken, 
kunnen we IIA^I ook opbouwen uit: 

E.S. Twee loodrecht snijdende rotaties met een trans- 
latie, loodrecht op de eene. Men gebruikt dan het snijpunt 
(/, m) als elementairschroef. 

IIA/S2. P ligt in de raakruimte van R42 voor het punt 
X. Alle schroeven van P zijn dus loodrecht op de trans- 
latierichting X. Noem de snijlijnen van P met R4^ / en w, 
met 84^ p en g. 

IIA)^2ör. Er is één lijnenpaar (j, t) door X, dat zoowel 
/ en /«, als p en q harmonisch scheidt. Alle schroeven 
van s zijn loodrecht op en reciprocaal met alle schroeven 
van /. ledere schroef van de eene rechte snijdt dus lood- 
recht alle schroeven van de andere. Daar ieder der beide 
rechten op te bouwen is uit een schroef en een translatie 
loodrecht op de schroef, bestaan ze ieder uit een even- 
wijdigen schroeven bundel in een vlak, loodrecht op de 
translatie. Daar nu echter iedere schroef van de eene 
rechte alle schroeven van de andere loodrecht moet snijden, 
liggen die twee bundels in één vlak loodrecht op elkaar. 
Beide bundels zijn met de oneindig verre lijn van dat 
vlak als translatie aan te vullen. Van den bouw van dit 
schroevenvlak kan men zich een duidelijke voorstelling 
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maken. Denk een translatie langs OZ en twee schroeven 
met spoedbedragen resp. p^ en /?2 langs OX en OY. 
Wannneer het bedrag van de translatie nul is, krijgen we 
de gewone cilindroide met hoofdschroeven op OX en OY. 
Voeren we dan de translatie met alle mogelijke bedragen 
in, dan beschrijft iedere schroef van de cilindroide in het 
vlak loodrecht op OZ, waar ze in ligt, een evenwijdigen 
bundel zonder verandering van spoed. Inplaats van twee 
schroeven bij de cilindroide krijgen we dus op ieder 
niveau twee evenwijdige schroevenbundels in de richting 
van die schroeven. Dit is dus een voor de hand liggende 
uitbreiding van de cilindroide; alle eigenschappen volgen 
dan ook onmiddelijk uit de overeenkomstige daarvan. 

In het bijzonder vindt men de involuties van snijdende, 
reciprocale en onderling loodrechte schroeven van de 
cilindroide hier terug als involuties van schroevenbundels, 
voorgesteld door involuties in den bundel X. 

De spoeddistributie wordt door een spoedkegelsnede 
gegeven als bij de cilindroide. 

E.S. Twee schroeven van verschillenden spoed en een 
translatie langs drie onderling loodrechte lijnen door een 
punt. 

IIA/52^. Het zelfde geval als het vorige met loodrecht 
op elkaar staande (maar niet snijdende) rotatiebundels. 
De spoedkegelsnede is een gelijkzijdige hyperbool. De 
spoedbedragen der schroeven langs OY en OY zijn dus 
tegengesteld. 

E.S. Twee schroeven van tegengestelden spoed en een 
translatie langs drie onderling loodrechte lijnen door een 
punt. 

\\A^2c, De doorsnede van P met R42 is een lijn /, 
dubbel geteld. Aan / is ten opzichte van het lijnenpaar 
van S42 harmonisch een lijn m toegevoegd. / en m zijn 
ook harmonisch ten opzichte van het lijnenpaar / van 
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R42. We hebben dus hetzelfde geval als bij a ^.n b\ alleen 
bestaat een van de twee elkaar loodrecht snijdende bundels 
uit rotaties. 

E.S. Een schroef, een rotatie en een translatie langs 
drie onderling loodrechte lijnen door een punt. 

IIA/52^. Wanneer de lijnenparen van R42 en 84^ in P 
samenvallen, moet P beschrijvend vlak zijn van een der 
variëteiten uit den bundel R42— ;;S42 = 0. (Zie Ia3.) Op 
die variëteit is P van hetzelfde systeem als T, omdat P 
en T één punt gemeen hebben. P beeldt dus af een vlak 
veld, waarvan alle lijnen schroeven van spoed p zijn. De 
lijn van dat veld in Voo stelt de translatie voor. 

E.S. Twee schroeven van gelijken spoed en een trans- 
latie langs drie onderling loodrechte lijnen door een punt. 

De cilindroides van de vorige gevallen zijn hier in 
vlakke bundels ontaard. In de gevallen IIA^Ö is de keus 
van het elementairsysteem op oo^ manieren mogelijk. 

II Ay. Vlak veld van rotaties met één translatie, lood- 
recht op dat vlak, die als rotatie op de oneindig verre 
rechte van het vlak te denken is. Op oo^ manieren is de 
de keus mogelijk van een 

E.S. Twee rotaties en een translatie, langs drie onderling 
loodrechte lijnen door een punt. 

IIB. P bevat één coUineaire schroevenrechte, dus een 
lijn evenwijdig aan de gegeven translatierichting, voorzien 
van alle mogelijke spoedbedragen. 

IIBa. De collineaire schroevenrechte w, die evenwijdig 
is aan de translatierichting, is dus loodrecht op alle schroeven 
van de rechte /, die in X raakt aan de rotatiekromme. 
(Zie IIAa.) m en l zijn dus polair geconjugeerd ten op- 
zichte van het lijnenpaar van S42. De pool van m ten 
opzichte van de rotatiekromme, die op / ligt, wijst de 
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schroef van / aan, die loodrecht is op en reciprocaal met 
alle schroeven van m en die dus de lijn, die de schroeven- 
rechte m draagt, snijdt. Kies dit snijpunt tot oorsprong, 
de bedoelde schroef van / op OY en de coUineaire 
schroeven rechte m op OX, dan bhjkt het platte schroeven- 
vlak te bestaan uit oo^ cilindroides met middelpunt O, 
dubbellijn OZ, middelvlak XOY, met één gemeenschappe- 
lijke hoofdschroef op OYeneen gemeenschappelijken drager 
OX van de tweede hoofdschroef. De cilindroides verschillen 
alleen in den spoed van deze tweede hoofdschroef. Kiezen 
we als schroef op OX de translatie, dan ontaardt de 
cilindroide in een bundel schroeven in ZOY, evenwijdig 
aan en met denzelfden spoed als de schroef OY. Een 
tweede ontaarde cihndroide ontstaat als bundel in XOY 
met top O, door den spoed op OX gelijk te nemen aan 
dien op OY. Afziende van den evenwijdigen schroeven- 
bundel in ZOY, kunnen we het schroevenvlak voorstellen 
door: 

y = xtgq) y 

z zn (/?2 — P\) sin cp cos <p j 

met p z=ip^ cos2 (^ -}- ^2 sin2 (p 

waarin pi en q) de twee variabele parameters zijn. 
De opbouw is te kenmerken door het systeem: 
E.S. Een schroef en een collineaire schroevenrechte, 

die de schroef loodrecht snijdt. 

IIB/51 (zie IIA/51). De collineaire schroevenrechte / is 
harmonisch geconjungeerd met de rotatierechte / door X. 
Het snijpunt M van / en w is pool van t ten opzichte 
van de (ontaarde) rotatiekromme, dus wijst een rotatie 
aan, die de collineaire schroevenrechte t loodrecht snijdt. 
Het geval is hetzelfde als lIBa, wanneer we daar P2=^Q 
stellen. Ontaarde cilindroides zijn: een evenwijdige rotatie- 
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bundel van richting OY in ZOY en een bundel rotaties 
met top O in XOY. 

E.S. Een rotatie en een collineaire schroevenrechte, 
die de schroef loodrecht snijdt. 

IIB/^2. Deze combinatie is onmogelijk. Immers de raak- 
ruimte M4 van X aan R^^ heeft met de, door X bepaalde, 
ruimte E3 het vlak T gemeen. Nu ligt bij IIB/^2 P in M4, 
dus zou de lijn, die P ondersteld wordt gemeente hebben met 
E3, zoowel in E3 als in M4 liggen, dus in T. P zou dan 
T volgens een lijn snijden in strijd met het onderstelde. 

llBy. Om dezelfde reden onmogelijk. 

IIIAal. P bevat een translatierechte / en een rotatie- 
rechte w, die dus een translatie M bevat. De rotaties van 
m zijn loodrecht op de door M bepaalde translatierichting. 
Het punt M draagt een bundel schroevenrechten, gevormd 
door de restdoorsneden van P met de spoedvarieteiten, 
waarmee immers P al de lijn / gemeen heeft. 

Tot opbouw van het platte schroevenvlak gaan we uit 
van den translatiebundel /, bepaald te denken door twee 
onderling loodrechte translaties, en van een rotatie, lood- 
recht op één dezer translaties. We denken de rotatie langs 
OX, een der translaties langs OY en de tweede langs de 
lijn j = O, z z=. xtg0. Wanneer het bedrag van de trans- 
latie op OY nul wordt gedacht, vinden we door samenstel- 
ling van de rotatie en de andere translatie den bundel 
van evenwijdige schroeven : 

z = 0, y = t 

waarvan de spoed wordt bepaald door: p = — tcot 0. 

Wanneer we nu de translatie OY mede invoeren, be- 
schrijft ieder van deze schroeven, met behoud van spoed, 
een evenwijdigen bundel in het vlak j = /. Deparameter- 

7 
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voorstelling van het platte schroevenvlak is dus, wanneer 
we afzien van den translatiebundel: 

j z=z /, z-zz u 

met /? -r= / cot ö. 

/ en « zijn de variable parameters. 

Ieder van de schroeveribundels in vlakken, loodrecht op 
OY, vormt een der schroevenrechten van den bundel M. 
Bovendien hebben we den translatiebundel, die op te 
vatten is als bundel in Voo met top j = O, ztgQ + jr = 0. 

E.S. Twee onderling loodrechte translaties en een ro- 
tatie, loodrecht op een van de translaties. 

Daar verder alle translaties met behoud van richting 
mogen worden verplaatst, kunnen we ook opbouwen uit: 

E.S. Twee onderling loodrechte translaties en een 
schroef van willekeurigen spoed, loodrecht op één der 
translaties. 

Daar in het vlak P polair geconjugeerde hgging van 
twee lijnen van den bundel M ten opzichte van het lijnen- 
paar van R42 reciprociteit beteekent van iedere schroef 
van de eene rechte met alle schroeven van de andere, 
terwijl anderzijds evenwijdige schroeven slechts dan reci- 
procaal zijn, wanneer ze tegengestelden spoed hebben, 
zien we, dat twee zulke polair geconjugeerde lijnen tot 
spoedvarieteiten met tegengestelden spoed hooren. i) 

IIIAa2. Om dezelfde reden als bij Ia3 ligt P in een 
der spoedvarieteiten, en is hierin van ander systeem dan 
T, omdat P T in een lijn snijdt. P is dus een schoof van 
schroeven van spoed /?, die een bundel gemeen heeft met 
Voo , dus waarvan de top in Voo ligt ; samen met de trans- 
latiebundel door dat punt in Voo . 

*) Dit is ook langs anderen weg evident. Voor iedere spoed- 
varieteit is / een der ontaardingsproducten van de doorsnede met P. 
De doorsnedenbundel heeft den vorm ar-*- — X^y — 0. De restdoor- 
sneden x ■\^Xy — {^ liggen harmonisch met x~^ en 7 — 0. 



Digitized by 



Google 



99 



E.S. Twee translaties en een schroef langs drie onder- 
ling loodrechte lijnen. De keus hiervan is op oo2 manieren 
mogeUjk. 

IIIA/^. Om dezelfde reden als bij IIIAa2 wordt het 
platte schroevenviak een evenwijdige schoof van rotaties, 
samen met de translatiebundel door den top van de schoof. 

E.Z. /Twee translaties en een rotatie langs drie onder- 
ling loodrechte lijnen. De keus is mogelijk op oo^ manieren. 

IIIBal. Denk P in de ruimte E3 van punt A op /. De 
restdoorsnede m van P met R42 gaat niet door A, omdat 
zooals in par. 23 bewezen is, de restdoorsnede van E3 
met R42 niet door A gaat, en snijdt dus / in een ander 
punt M. m hoort tot de raakruimte van M aan R42 en be- 
staat dus uit een bundel evenwijdige rotaties, loodrecht 
op de translatierichting M. Alle punten van m, verbonden 
met A, bepalen colHneaire schroevenrechten. Het schroeven- 
viak bestaat dus uit een evenwijdigen bundel collineaire 
schroevenrechten, aan te vullen met de oneindig verre 
rechte van hun vlak als loodrechte translatie M. De trans- 
latie A, die op die collineaire schroevenrechten voorkomt, 
is zelf ook loodrecht op M. We kunnen dus op oo^ 
manieren geven als 

E.S. een collineaire schroevenrechte en een translatie 
loodrecht daarop. 

IIIBa2 is niet mogelijk, omdat P altijd de restdoorsnede 
van E3 met R42 in een lijn moet snijden, die niet met / 
samenvalt. 

IIIB/Ï is onmogelijk, omdat van een punt A de raak- 
ruimte aan R42 en de ruimte E3 nooit iets anders dan het 
vlak T gemeen hebben. 

IV. Het vlakke translatieveld Voo. 
E.S. Drie onderling loodrechte translaties, op oo-"^ ma- 
nieren te kiezen. 
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Par. 27. De meetkunde der bijzondere schroeven- 
vlakken. 

Op de meetkunde van alle platte schroevenvlakken, die 
in par 26 onder II en III zijn beschreven, wordt een 
groote invloed uitgeoefend door het feit, dat in al deze 
gevallen het vlak geen drie onderling loodrechte en 
incidente schroeven van eindigen spoed bevat. Immers 
hierdoor vervalt de mogelijkheid, zulk een drietal, gelegd 
langs de assen van een Cartesiaansch coördinatenstelsel, 
als fundamentaalsysleem voor den lineairen opbouw van 
het platte schroevenvlak te gebruiken, en vervalt dus 
tevens de interpretatie van de coëfficiënten van dien lineairen 
opbouw als richtingscoefficienten van de schroef ten op- 
zichte van het genoemde assenstelsel, het gebruik dus van 
Voo als beeldvlak. Wel hebben we in alle gevallen, die 
in par. 26 zijn besproken, een vlakke afbeelding van het 
beschouwde schroef systeem, maar deze heeft in de ge- 
vallen II en III geen andere functie, dan aan te wijzen, 
hoe we een eenvoudig en kenmerkend elementairsysteem 
kunnen kiezen. Het verdere onderzoek moet dan geheel 
geschieden door uit te gaan van de parametervoorstelling 
van het schroevenvlak. 

Het is nu niet noodig, alle in par. 26 vermelde gevallen 
afzonderlijk na te gaan, omdat verschillende gevallen soms 
alleen onderscheiden zijn in spoed istributie, maar niet in 
het wezen van hun bouw. 

I. Als eerste geval kunnen we behandelen de gevallen 
IIAa en IIA/^1 samen. De meest algemeene formuleering, 
waaruit de andere volgen door speciale keuze van spoed- 
bedragen is: • 

E.S. Twee loodrecht snijdende schroeven van verschil- 
lende spoed en een translatie, loodrecht op een dier 
schroeven. In par. 26 is als parametervoorstelling gevonden : 

J = ^ + ^fg<p 

z = \p2 — V\-\- t cot 0] sin (p cos cp. 
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We kunnen nu als volgt de spoedoppervlakken vinden. 
De spoed van de schroef, bepaald door de parameters 
/ en 9? is: 

/? = (/^i — t cot ©) cos2 ^ -|- ^2 sin^e^. 
Dus is 

p{\ + tg^q>) = ;7i — / cot © + p^tg^q> 

tg^(p{p — p^^izp^ — / cot — p 

en dus 

^^ V p—p^ ^ -r^^ ^_^^ 

De samenhang van spoed en niveau boven XOY volgt 
nu uit: 

^r zz: [;?2 — A + ^ ^Ot O^g-q) COs2 q) = 

± [P2-~Pl + ^COt 0] j/";;^ — /cot 0— 7[jg^— jg^2] 
l/"iP — P2 [Pl — / cot — /^g] 

of ^ = + lX(i«^ — i^2K A — ^ cot — ;?). 

Daar nu tevens 



j^ — t=±x 1 / p^ — tcoiS—p 

y P—P2 

volgt: 

(i^— Mj — ^)'= — ^^• 

Ter eliminatie van / schrijven v^e nu: 

{p — /?2) ^ cot ziz {p — p^y cot -\- xz cot 
(;; — P2)t cot = —^2 _(^ _ ^2)(;; — p^) 

waaruit volgt: 

^2-^.^^COt0 + (it;— ;;2)jCOt0 + (/;— /^iX;;— ;72) = 0. (1) 

als vergelijking van het oppervlak, waarop de schroeven 
met spoed p liggen, i) 

De vergelijking stelt voor willekeurige p een hyperbo- 

») We kunnen ^ 0° en ^ 90^ denken. De aanname = 0° 
geeft het geval IIBa, de aanname = 90° llApi. 
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lische paraboloide voor, waarvan de as is OY, terwijl de 
top wordt bepaald door 

of 

De top ligt dus, volgens par. 26 IIAa daar, waar de 
schroef van spoed p in vlak XOY de Y-as snijdt. Uit 
den opbouw van het schroevenvlak blijkt, dat alle schroe- 
ven evenwijdig moeten zijn aan XOY. We kunnen dus 
van de hyperbolische paraboloide der schroeven met 
spoed p alleen die schaar gebruiken, waarvan de lijnen 
evenwijdig zijn aan het richtvlak XOY. De lijnen van de 
andere schaar, van een spoed — p voorzien, zijn nu reci- 
procaal o.a. met drie niet-cocilindroidale schroeven van 
het platte schroevenvlak en hooren dus tot het reciprocale 
vlak. Om nu na te gaan, of we op deze wijze bij variatie 
van p het geheele reciprocale vlak verkrijgen, kunnen we 
dit vlak ook uit een elementairsysteem zelfstandig op- 
bouwen. Daarbij is van belang de algemeene stelling, dat 
twee reciprocale platte sch roevenvlakken tot dezelfde van 
de in par. 26 opgesomde categorieën hooren, een stelling 
welke onmiddellijk volgt uit het feit, dat twee vlakken, 
die geconjugeerd zijn ten opzichte van R42, deze variëteit 
op dezelfde wijze doorsnijden, terwijl ook de wijze van 
doorsnijding met T en daardoor met S42 dezelfde is. We 
kunnen ons van het volledige bewijs dezer stelling, waarbij 
ook zou moeten worden aangetoond, dat de onderlinge 
ligging van de doorsneden met R42 en S42 in twee reci- 
procale vlakken dezelfde is, en dat dus b.v. niet in het 
eene vlak het geval lal, in het andere Ia2 kan optreden, 
ontslaan door, synthetisch redeneerend, een plat schroeven- 
vlak door een elementairsysteem te bepalen, waarvan 
alle schroeven reciprocaal zijn met het elementairsysteem 
van het gegeven vlak. Daar nu een vlak ondubbelzinnig 
zijn reciprocaal vlak bepaalt, zijn we dus zeker, op deze 
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wijze dat reciprocale vlak te hebben verkregen. Daarbij 
blijkt dan in alle gevallen, dat de twee vlakken van het 
zelfde type zijn. 

Als elementairsysteem van het schroevenvlak P', reci- 
procaal met het vlak P van type IIAa, stellen we nu op: 
een translatie langs OZ, een schroef met spoed — p^ op 
OY en een schroef met spoed — p^ op de lijn j = O, 
ztgQ -|- ;ir = 0. De translatie voldoet aan de voorwaarde 
van reciprociteit met het elementairsysteem van P, omdat 
een translatie reciprocaal is met loodrechte schroeven en 
met alle translaties; de schroeven voldoen er aan, omdat 
ze telkens van de twee eigenlijke schroeven van P op OX 
en OY één loodrecht snijden en de andere snijden, terwijl 
ze er den tegengestelden spoed van hebben, terwijl ze 
loodrecht staan op de translatie van P. 

Door nu de resultaten, die voor P zijn afgeleid, hier 
over te nemen, vinden we dat P' ooi cilindroides bevat, 
die alle als hoofdschroef de lijn OY met spoed — p<^ hebben 
en als middelvlak ztgQ -f- ^ = 0. De andere hoofdschroeven 
vormen den bundel: 

y=it^ ztg& -\- x:=zQ met spoed p =z — p^ -\- 1 cot Q. 

De dubbellijnen vormen den bundel: j = /, z-=^xtgQ. 

Alle schroeven van P zijn evenwijdig aan het vlak 
ztgS ■\- X z=zQ, Ze vormen, ingedeeld naar hun spoed, 
telkens die schaar van een hyperbolische paraboloide, 
waarvoor dat vlak richtvlak is. Daar nu boven al voor 
ieder spoedbedrag zulk een schaar is aangewezen, nl. 
als complementair aan de schroefschaar van P met 
tegengestelden spoed, vormen dus die scharen werkelijk 
het volledige vlak P'. 

Voor p :=zp2 ontaardt het spoedoppervlak in twee platte 
vlakken : 

^ = O, ztgS -]- x = 0, 

We kunnen in deze vlakken de ligging aangeven van 
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de vier bundels, die uit ontaarding van de twee scharen 
van het oppervlak ontstaan. Wanneer we nl. t = {p^ — p^^ tgS 
nemen, krijgt de hoofdschroef van de daardoor bepaalde 
cilindroide, die loodrecht op ÜY staat, in P den spoed p^^ 
in P' den spoed — p^y en daardoor ontaarden beide cilin- 
droides in sch roe venbundels met gemeenschappelijken top 
y = {p^ — p.^ tgS en gelegen : voor P in -sr =r O met spoed 
/?2» voor P' in 2tgS-\-x^=zQ met spoed — /?2- 

Aangezien verder P nog een bundel schroeven van 
spoed /?2» evenwijdig aan OY in ztgS -]- x =iQ bevat en 
P' een eveneens evenwijdigen bundel van dezelfde richting 
met spoed — p^ in zz=zQ^ moeten deze beide bundels de 
nog ontbrekende ontaardingsproducten voorstellen. Het 
blijft nu alleen de vraag, hoe we bv. den evenwijdigen 
schroevenbundel van P in ztgS -\- x :=lQ kunnen te voor- 
schijn brengen uit de parametervoorstelling van P: 

y = t -]- xtg(p 

Z = (P2 — Pi 4- f COt 0) sin q)COS (p 

met p =i(p^ — t COt 0) cos2 (p -{- P2 sin2 (p. 

Laat hiertoe / en 9? verbonden worden door de relatie : 

t sin (f cos q) z=z u 

die geldig moet blijven als 99 tot 90^ nadert (d. w. z. als 
de amplitudo op de schroef OX tot O nadert). Dan wordt: 

y u 



tgq> sin2 (f 

en dus voor 9? zn 90° : 

z :=^ u COt 0, ;r = — u 

welke vergelijkingen bij variatie van u den verlangden 
bundel in ztgQ -(- ^ = O voorstellen. De spoed is naar 
behooren p^* 

Ten slotte vragen we nog naar schoof- en veldgraad 
van de congruentie der schroeven van P. Hoewel dit ook 
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weer door een transformatie op Plückersche lijncoordi- 
naten te verrichten is, zullen we het onderzoek hier voe- 
ren uit de vergelijking der spoed oppervlakken : 

z^ -^ X z cot -\-j/{p — P2) cot 6 + (P — Pi) (P — P2) = 0. 

Deze vergelijking is van den tweeden graad in p. Bij 
een gegeven stel waarden [xy^ j^, jsi^l hooren dus twee 
waarden van /?, d.w.z. er gaan door een willekeurig punt 
twee spoedoppervlakken en dus ook twee schroeven van 
P. De schoofgraad is dus twee. Uit de vergelijking blijkt, 
wat ook onmiddellijk duidelijk is uit den opbouw door 
cilindroides, dat de som van de spoedbedragen der twee 
schroeven door een willekeurig punt is: 

Pi +P2—J^<^ote 

dus alleen afhankelijk van j. 

De voorwaarde, dat een spoedoppervlak raakt aan een 
willekeurig vlak: 

A;r + Bj + C-^ + D = O 

blijkt, na eenige reductie te zijn: 

^^{P -P2)^ + ^%P -Pl)(P -P2) - 

AC{p — P2)^ cot — BD (p — p^ cot = 0. 

De 'vergelijking is deelbaar p — p^» Inderdaad snijdt 
ieder willekeurig vlak het ontaarde spoedoppervlak voor 
p z=i p2^ in een lijnenpaar. In het algemeen bezit echter een 
willekeurig vlak geen schroef van spoed p2- Daarvoor zou 
het, óf evenwijdig aan OY moeten zijn, óf door den top 
y=i{p^ — p^tgQ van den schroevenbundel met spoed p^ 
in XOY moeten gaan. De overblijvende vergelijking: 

A2(it; — p.^ + ^\p —p^ — AC(p —P2) cot — BD cot = 

is van den eersten graad in p. Een willekeurig vlak raakt 
dus aan één spoedoppervlak en bevat dus één schroef 
van het schroevenvlak. De veldgraad van de congruentie 
is dus één. 
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Uit de laatste vergelijking zijn verschillende, grootendeels 
boven al meegedeelde, resultaten af te leiden. Denk bijvoor- 
beeld A = O, B ^: O, dus het vlak evenwijdig aan XOY. 
De vergelijking is nu voldaan voor alle mogelijke waarden 
van /?, d.w.z. het vlak bevat schroeven van alle mogelijke 
spoedbedragen. Dit komt ook uit, omdat het vlak de dub- 
bellijnen van de boven gebruikte cilindroides alle loodrecht 
snijdt. Wanneer Azz:Bz::C=zO is, geldt a fortiori het- 
zelfde: inderdaad, Voo raakt aan alle spoedoppervlakken. 

Is B =:: O, dus het vlak evenwijdig aan de Y-as, dan 
wordt de vergelijking: 

A(A — C cot e){p — P2) = 0. 

Voor A = O ontstaat een reeds besproken geval. Is 
A ^é O, maar A — C cot (9 = O, d.w.z. heeft het vlak de 
stelling X -f ^^^O = O, dan wordt de vergelijking eveneens 
voor iedere p voldaan. Dit komt echter, omdat het vlak 
dan door een der lijnen in Voo gaat, die gemeenschappe- 
lijk zijn aan alle spoedoppervlakken. Is A — C cot 7^ O, 
dan wordt de vergelijking voldaan voor p =z p^. Het vlak 
snijdt dan nl. het vlak ^r/^ -f- ;ir = O in een lijn even- 
wijdig aan de Y-as, d.i. een schroef van den evenwijdigen 
schroevenbundel met spoed /?2- 

Wanneer D = — ^{p\ — Pzi^g^) d.w.z. wanneer het vlak 
door het punt j z=(/?i — P^zf^gS op OY gaat, wordt de 
vergelijking voldaan voor p z=zp2 (afgezien van de gevallen 
A = O, A = C cot 0), zooals behoort. 

II. We voeren een soortgelijk onderzoek uit voor de 
gevallen IIA/52, a^ b^ c. De algemeene formuleering van 
een elementairsysteem is : 

Twee schroeven van verschillenden spoed en een trans- 
latie langs drie onderling loodrechte lijnen door een punt. 

De parametervoorstelling (ook voor z=: 90° uit die 
voor II Aa volgend) is: 
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y = ^tg(p -4- 1 
2 = {p2 — P\) sin (p cos (p 
met p = /?i.cos2 9? -|- ;t72 sin*-^ 99. 

Door eliminatie van tp uit de twee laatste vergelijkingen 
vinden we de spoedoppervlakken 

^^ = {P — P\){P2—P) 

zooals ook uit den in par. 26 beschreven bouw volgt. 
Ieder van de door deze vergelijking voorgestelde vlakken 
draagt twee schroevenbundels (beide met top in het 
oneindige), waarvoor de som der spoedbedragen p^ -\-p2 is. 

De congruentie der schroeven is blijkbaar van schoof- 
graad twee. Aangezien een cilindroide maar één schroef 
en het nu besproken schroevenvlak dus maar één bundel 
van gegeven richting bevat, ligt er in een willekeurig 
vlak maar één schroef, De veldgraad is één. Alle vlakken 
evenwijdig aan XOY, bevatten twee bundels schroeven. 

Het reciprocale schroevenvlak heeft als elementairsysteem 
een translatie langs OZ en twee schroeven met spoed 
resp. —pi en — P2 op OX en OY. Het ontstaat uit het 
gegeven vlak door spiegeling aan O met omkeering van 
het teeken van den spoed. 

III. In de gevallen \\hp2d en IIA7 hebben we vlakke 
velden van schroeven, terwijl de reciprocale vlakken er 
alleen in het teeken van den spoed mee verschillen. 

IV. Samenvatting van IIBa en IIB/51. 

Algemeene formuleering van een elementairsysteem: Een 
schroef en eenloodrechtsnijdendecoUineaireschroevenrechte. 
Parametervoorstelling ; 

y = xig<p 

z z=z (p2 — Pi) sin (p cos 9? 
.met pz=^pi cos2 q) -\- P2 sin2 <p 

waarin 93 en p^ variabele parameters zijn. 
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Wanneer we weer, als bij I de goniometrische ver- 
houdingen in den tangens uitdrukken en daarna tgq) en 
Pi elimineeren vinden we voor de spoedoppervlakken : 

xz-\-ip—p2)y = 0. 

Deze vergelijking ontstaat uit de vergelijking der spoed- 
oppervlakken in het geval I voor = 0. Ze stelt voor 
willekeurige p een gelijkzijdige hyperbolische paraboloide 
voor met den top in O en met ÓY tot as. Alle schroeven 
van het vlak zijn evenwijdig aan XOY en vormen dus 
die scharen van deze familie van paraboloides, die -ar = O 
tot richtvlak hebben. Ze snijden alle de beschrijvende lijn 
van het andere stel ;r = O, j i=: O, die dubbellijn is van 
00 1 cilindroides met gemeenschappelijke hoofdschroef OY 
met spoed poy en waarvan de andere hoofdschroeven alle 
op OX liggen. 

De andere scharen van de paraboloides, voorzien van 
een spoed, telkens tegengesteld aan die van de comple- 
mentaire schaar, vormen natuurlijk het reciprocale vlak, 
zooals op dezelfde manier als bij I is aan te toonen. Het 
elementairsysteem voor het reciprocale vlak bestaat uit 
een schroef met spoed — P2 langs OY en een collineaire 
schroevenrechte op OZ. Daardoor wordt x :=iO richtvlak 
voor die scharen van de paraboloides, die tot het reci- 
procale vlak hooren. 

Het spoedoppervlak voor p zmp^ ontaardt in de vlakken 
X = en ^ = 0. X z=zO bevat van het gegeven schroeven- 
vlak een evenwijdigen bundel met richting OY, van het 
reciprocale een bundel met top O, ontstaan door den spoed 
op OZ — p2 te nemen. Voor z=0 geldt juist het omge- 
keerde resultaat. 

De schoofgraad van de congruentie blijkt één. De punten 
van ;r =: O, £r zil O en die van de lijn van x =zO in V^ oo 
dragen elk een bundel. 
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De voorwaarde, dat een willekeurig vlak 

een spoedoppervlak raakt, wordt 

BD + AC(p—p.2)=0. 

Er lieeft zich dan al een factor (p — P2) afgesplitst; de 
beteeken is hiervan is bij I verklaard. De discussie van 
deze vergelijking verloopt als bij I voor de gevallen 
A = Bz=zOenAzz:B=:C=:0. De vergelijking wordt 
hier ook onafhankelijk van p voldaan voor C = D = O, 
d. w. z. voor een vlak door OZ, de dubbellijn van de 
cilindroides, wat ook direct duidelijk is. Zulk een vlak 
bevat een evenwijdigen schroevenbundel. Hetzelfde geldt 
voor A rr: D zz: O d. i. een vlak door OX. Dit bevat nl. 
de heele collineaire schroevenrechte op OX. En voor 
B z=z C = O, d. i. een vlak, evenwijdig aan YOZ. Dit bevat 
van alle tot het schroeven vlak hoo rende regelscharen der 
spoedoppervlakken de gemeenschappelijke lijn Voo. De 
veldgraad der congruentie is één. De congruentie is lineair. 
Richtlijnen zijn OZ en de oneindig verre lijn van XOY. 
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STELLINGEN. 



I. 

De behandeling van de schroeven van oneindig grooten 
spoed, die Ball geeft op blz. 39 van de „Theory of 
Screws", is onjuist. 

II. 

Ten onrechte zegt Ball, dat de teekens van de spoed- 
bedragen van de twee schroevenbundels, die in een schroef- 
systeem der derde orde voorkomen met hun toppen op 
dezelfde hoofdas van het spoedoppervlak, verschillend zijn. 

Ball, t. a. p. pag. 183. 

III. 

De schroeven van oneindig grooten spoed, die op een 
willekeurige cilindroide van een schroefsysteem der derde 
orde voorkomen, liggen in Voo en raken aan de isotrope 
kegelsnede. 

IV. 

De stelling, dat bij afbeelding van een schroefsysteem 
der derde orde op een plat vlak met een beeldkromme 
van den tweeden graad een regelvlak van den zesden 
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graad overeenkomt, is door Gravelius onvoldoende be- 
wezen. 

Gravelius, Theoretische Mechanik starrer Systeme, 
pag. 481. 



V. 



De redenen, waarom Sturm in zijn Liniengeometrie het 
gebruik van de terminologie der meerdimensionale meet- 
kunde vermijdt, zijn niet afdoende. 

Sturm, Liniengeometrie Bd. I, Vorrede. 

VI. 

De classificatie, die Coolidge geeft van de omwente- 
lings-oppervlakken van den tweeden graad der hyper- 
bolische ruimte, is onvolledig. 

Coolidge, Non-Euclidean Geometry, pag. 155. 

VIL 

De stelling, dat ieder oppervlak, dat op een plat vlak 
kan worden afgewikkeld, meetkundige plaats is van de 
raaklijnen aan een ruimtekromme, wordt in het leerboek 
van Serret-Scheffers onvoldoende bewezen. 

Serret-Scheffers, Lehrbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung I par. 351. 

VIII. 

De argumenten, waarom de Staatscommissie voor Even- 
redig Kiesrecht de voorkeur heeft gegeven aan het stelsel 
d'Hondt boven dat der Grootste Resten, zijn geenszins 
overtuigend. 
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IX. 

Er is in 1616 geen speciaal verbod aan Galilei uitge- 
vaardigd, om de leer van Copernicus te verdedigen. 

X. 

De theorie van het atoommodel van Bohr is onhoudbaar. 

XI. 

De quaestie, of de toon Des hooger of lager is dan de 
toon Cis, is in deze algemeene formuleering niet uit te 
maken. 

XII. 

Als hulpmiddel bij het middelbaar onderwijs in natuur- 
kunde kan aan het experiment geen groote waarde worden 
toegekend. 
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